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1 Introduction

Dans l'esprit de [2], on se place dans le cadre d’étude suivant. Soit (M, ¢) une variété rieman-
nienne lisse, complete et connexe muni d’une métrique g et sa connexion de Levi-Civita V. Soient
E;q, ..., Ep un repére orthonormale, c’est-a-dire pour tout € M, la famille Ey(x),..., Ep(z)
est une base orthonormale de ’espace tangent T, M.

FIGURE 1 — Variété riemannienne munie du produit scalaire ambiant

D
Pour un champ de vecteurs lisse et Lipschitz F : x + Y f%(z)Ey(x), on consideére I'équation
d=1
différentielle stochastique sur M :

D
dX(t) = F(X(t))dt + V2 Eqg(X () o dWy(t), X(0) = 2 € M. (1.1)
d=1

On s’intéressera plus précisément a ’équation différentielle stochastique de Langevin suramortie
dX (t) = =VV(X(t))dt + vV2dBam(t), X (0) = z € M, (1.2)

qui s’écrit sous la forme (1.1) dans le cas ot F' = —=VV — Vg, E; (et By(t) est un mouvement
Brownien sur M [10]).

On considére un intégrateur numérique a un pas évalué sur la discrétisation t, = nh de la
forme

Xn+1 = \I]h(X’n)aNh = T7 (13)

ou h est le pas de temps et ¥, une perturbation de l'identité aléatoire sur M.

On s’intéressera a des méthodes dites de flot gelé, généralisant les méthodes de groupes de
Lie [11] dans le cas de géométries quelconques avec l'aide de frame. On mentionne bri¢vement
la méthode d’Euler géodésique qui suit le flot de I’équation le long des géodésiques :

X101 = exp ((h FUX) + \/ﬁgg) Ed> X,

Maintenant que nous avons défini le cadre de nos méthodes numériques, nous allons définir la
notion d’erreur qui nous intéresse.



Définition 1.1. On dit que le processus X (t) est ergodique si il existe une unique mesure
invariante po de densité py, contre dvolpg la forme volume riemannienne, telle que, pour toute
fonction lisse ¢ sur M et toute condition initiale X (0) = z € M, on a

T
1
Tlim TJ@(X(S))dS = Jgp(y)poo(y)dvolM (y) presque slirement. (1.4)
—00
0 M

Définition 1.2. On dit que la méthode numérique X, est ergodique si il existe une unique
mesure invariante " de densité p” telle que, pour toute fonction lisse  sur M et toute condition
initiale X(0) = x € M, on a

2 o(X f ()p" (y)d vol pq(y) presque siirement. (1.5)
M

N—>ooN + 1

On dit que la méthode numérique est d’ordre r = 1 pour la mesure invariante si il existe hg > 0
tel que pour tout h € (0, hg) :

e, )] < Cal” avec (o, h) = hmooNHZ@ )= [e@etavolut). (10
M

ou Cy, > 0 dépend de ¢ et de hg.

Remarque 1.3. L’erreur faible se fait en temps court tandis que 'erreur par rapport a la mesure
invariante est en temps long.

Proposition 1.4. Comme on s’intéresse a ’équation de Langevin riemannienne :
dX (t) = =VV(X(t))dt + vV2dBa(t),
on obtient la mesure de Gibbs : pgocexp(—V).

Ce rapport a pour objectif de construire des méthodes numériques intriseques, efficaces et
d’ordre élevé pour la mesure invariante et peu cofiteuse. Pour ce faire, nous allons généraliser
Papproche de [1] pour une variété riemannienne. En section 2, nous allons décrire le cadre de
cette étude que sont les équations différentielles stochastique sur variété et notamment quelles
hypotheses nous feront. Dans cette méme section, nous adapterons l'article [7] sur variété qui
nous permettra de généraliser le théoréme de [1]. Dans la section 3, nous présenterons une
méthode de calcul par I'intermédiaire d’arbre planaire exotique afin d’appliquer ce théoréme et
d’obtenir un intégrateur d’ordre 2 pour la méthode invariante, dans Uesprit de [14, 15]. Enfin, la
section 4 sera consacrée & la confirmation des résultats et a leurs applications par des expériences
numériques.

2 Cadre d’étude

2.1 Equation différentielle stochastique sur variété riemannienne

Pour v € T M, on note |v| = 4/g(v,v) sa norme riemannienne. Fixons un point o € M. On
note r = d(o, -) la fonction distance riemannienne. Elle est 1-Lipschitz et son carré est lisse sur

M\Cut,.



On note CF (M), l'ensemble des fonctions lisse & support compact. Pour ¢ € C (M), on
note dy sa différentielle et |dyp| sa norme riemannienne. On note v[p](x) ou encore v = ¢(x) la
différentielle dp(x)-v de ¢ dans une direction v € T, M. On étend notre ensemble de fonction test
par C (M), Pensemble des fonctions lisse dont toutes les dérivées sont & croissance polynomiale
qui satisfont les estimées de la forme

|Eq,[--Eale].. 1] () <CO +r(2)%), pour ¢ =0,1,...

D
Soit ' = 3. f¢E; un champ de vecteur et sa décomposition dans le repeére, on note F € Xp(M)
d=1
si ses composantes sont Lipschitz, c¢’est-a-dire si |dfd| < Cetsi flde CP(M).
Afin d’assurer que 1’équation (1.1) est bien posée et que la solution n’explose pas, nous allons
faire I’hypothese suivante.
Hypothése 2.1. — Les champs de vecteurs E1,..., Ep sont lisses et bornés.
— Le champ de vecteur F est dans Xp(M).
— Lr? < v+ Ar? sur M\Cut, pour des constantes A € R et v > 1 ott £ est le générateur de
I'EDS (1.1) :
D
Lo = Flol + Y. Ea[Eql¢]]-
d=1

Hypothése 2.2. D’apres [1], sous 'hypothese 2.1, il existe une unique mesure invariante pio dont
la densité po, est I'unique solution de 1’équation

ot L* est 'opérateur adjoint de £ dans L?(M, R).

Dans le cas de I’équation de Langevin, la formule est explicite, la densité ps est proportion-
nelle & exp(—V). C’est la mesure de Gibbs (voir par exemple [18]).

Hypothése 2.3. Pour toute fonction g € C* (M, R) de moyenne nulle sur M, il existe une unique

fonction p e C®(M,R) telle que L*u = g et Ju(y)poo(y)dvolM (y) =0.

M
Nous allons maintenant faire une hypothése sur la régularité du semigroupe. Cette hypothese,
proposé dans [2], est prouvable sous des hypothéses classiques sur R

Hypothése 2.4. Pour toute fonction ¢ € CF (M), la fonction u : (z,t) — E[[p(X(t))|Xo = ]|
appartient a 'ensemble C*((0,7"), CF(M)). C’est-a-dire que pour tout k > 0 il existe C' > 0 et
k = 0 tels que pour tout x € M

sup ‘é’fu(t, x)‘ < C(1 + r*(z)).
te(0,T)

Ainsi par passage a la limite en ¢, on a, sous ’hypothese 2.4 :

lim u(t, ) = o(x) + JOOO Lu(s, x)ds. (2.2)

t—o0

L’hypothese suivante est un résultat d’ergodicité qui porte sur la convergence vers la mesure
invariante. On introduit la norme et la seminorme

lller = sup  sup |0;9(x)] et |[¢|cn = sup  sup [djeh(x)].
j:(jlv'w.jD)IeM j:(jl»"'th)IEM
0<ljl<k 1<lil<k



Hypothése 2.5. 1l existe une constante A telle que pour tout entier k il existe un polynéme Py
tel que pour tout t = 0 :

u(t,) - fw(y)poo(y)dvow(y) < P()e™ Jelon - (2.3)
M Ck
On introduit maintenant le développement de Taylor du semigroupe avec un reste a croissance
polynomiale.

Proposition 2.6. Sous Uhypothése 2.4, pour toute fonction ¢ € CE(M) et h suffisamment
petit, on a le développement

P yj
ulh,z) = ola) + Z’;,wm PR (g, )
=

ot | Rl (o, )| < C(1 + r*(x)).
Démonstration. Par la formule de Taylor avec reste intégrale, on a :

P oyj t D
u(h, z) :cp(ﬂs)—l—;};,!ﬁjcp(x)—i- f (h p!t) P lu(t, z)dt.

0

D’ou, le reste vérifie

h Bk (h_t) P p+1
Rp((,D,.’IJ) = F 0 ( h ) at u(t,x)dt,
h—l t
‘RZ(QO,J})‘ < ) C(1 + r(x)")dt par 'hypothese 2.4,
R! <S04y
p (0, 2)| < H( r(z)").
Ce qui conclut la preuve de la croissance du reste. ]

Définition 2.7. Une méthode numérique intrinséque a un pas X, est dite localement d’ordre
faible p si pour tout ¢ € C¥ (M) il existe C' > 0 telle que pour tout z € M et h suffisamment
petit, on a

|E [p(X1)[Xo = 2] = E [p(X (h))|Xo = 2]]| < CAP* (1 + r*(x)).

La méthode est dite d’ordre faible global p si pour tout ¢ € CE (M) il existe C' > 0 telle que
pour tout x € M et h suffisamment petit, on a

sup B [o(X,)|Xo = o] - E[(X(nh)| X = 2]| < CA".

Introduisons enfin le développement de Taylor-Talay-Tubaro [27] de la méthode numérique,
ainsi qu’'une hypothese sur ses moments :

Hypothése 2.8. Pour toute fonction ¢ € CF (M) et h suffisamment petit, on a le développement

U(h, ) == B [p(X1)| X0 = 2] = ¢(z) + Y W/ Ajp(z) + WP R} (p, 2)
j=1

ol
(Bl (p,2)| < O+ (@) [l ean o

et les A; sont des opérateurs différentiels linéaires d’ordre 2j.



Hypothése 2.9. La méthode admet des moments a tout ordre :

sup I [[r(X,)"Xo = z]] < C(T).
n=0...N

2.2 Analyse de ’erreur pour la mesure invariante

On note (F), le semigroupe de transition associé au processus de Markov (X (¢, 2)),50 ze -
Autrement dit, (P;),> associe a 1) une fonction lisse sur M, I'unique solution v de

{ ow(t, ) = Lo(t, x)
v(0,x) = (z).

Dans Pesprit de [7] et de [9], construisons un générateur modifié £ = £ + Y. I; tel que

=1
P~ +2
U(z,h)—p(x) = >, %chp(x). Alors Lo = Ay = Let Ly = Ao+ D, % > Liy -+ Ly,
Jj=z1 J=2" i1+--+ij=nt2—j

est un opérateur d’ordre 2(1 + 1) + 2.

Théoréme 2.10. . On se place sous les hypothéses 2.5 et 2.8. Soit ¢ € C*(M,R). Il existe
une suite (V) telle que pour tout n e IN :

Opvn(t,x) — Lup(t,x) = > Liv,(t, )
=1

o) sin=0
0 stnon.

(0, ) = {

N
De plus, en notant pour tout N € N vV (t,z) = . 7", (t, z),
n=0

IE o™ & X0 — o™+, z)|,, < OnTV T sup ot + s, )| a2 -
s€(0,7)
n=0,...N
Démonstration. Pour n = 0, on pose vg : (t,x) — u(t,z). Supposons avoir construis v, ..., U,

n
et notons Fyi1(t,z) = >, Ljv,_i(t,z). Alors par la formule de Duhamel,
=1

t

un+1(t,x) = J P,_sFni1(s,z)ds.
0

Montrons que I’hypothese 2.5 implique que pour tout n € IN, on a v, lisse et

lon(®)or < Clelcrran - (2.4)

Le cas n = 0 est assuré par I’hypothese 2.5. Supposons que la propriété soit vraie pour 0, ..., n.
Comme L; est d’ordre 2 + 2, on a, pour tout I =1,...,n+ 1,

[ Lavni1 ()] or < Cllonra-1()] grrevee
et par '’hypothese de récurrence |[vy41—1(t)||crr2i42 < C @[l aksair2)samern c'est-a-dire

HFnJrl(t)HCk <C H@H0k+4(n+1) .



On déduit de ’hypothese 2.5,par inégalité triangulaire, que

| Pies Fag1(8) on < Prlt = s)e X7 [ Fpa () on
et que finalement
vn41(t) ||Ck £C H<,0H0k+4(n+1) .

D’ou la preuve par récurrence.
Fixons ¢t = 0 et posons wy, : (s,x) — v, (t + s,z). Alors elle vérifie

Oswn(s,x) — Lwp(s,z) = iLlwn_l(s,x)

=1
’wn(o,l') = 'Un(t?w)'
n
Ainsi dswy, (s, x) = >, Liwy, (s, ),
=0

n

8 wp (s, x) ELZZLkwn 1 k(s, ) 2 Z Ly, Li,wy, k(s,x),

k=0 l1+l2=k

et par récurrence sur m, on a

0wy (s, x) = Z Ly ... Ly, (s, ).
i+ +lmi1=n

En obserbvant que les L; sont d’ordre 21 + 2 et qu’il n’y a pas de terme d’ordre 0, on obtient la
majoration

105 wn (s, 7)o, < C sup |wi(s)|gensom -

=0,...,n

Par la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2N —n on a

L m T (T—S)2N " aN—nt1
wp (T, x) = ZO mﬁs wp (0, ) + . m@ wp (s, z)ds

2N—n _m

N
T
= Z m] Z Lll et lewlerl (0? l’) + RQN,TL(Ta $)7
m=0

li+etHlm1=n
ol [|Ronn(7)],, < CTV="T1 sup  |lwg(s, z)| gan+2 = O(7VT1). D’une part, on a

s€(0,7)

k=0,..2N

N 2N— Fmtn
Nt 4 1,2) 2 2 o >0 Ly Ly, (0,2) + Ron(7, )

n=0 m=0 " lhtHmy1=n

L

™y ml > Ly, ... Ly, wi,,., (0,2) + Ron(7, )
p=0 m=0"li+Flm=p—m—lm+1
2N p —q 1
Z 2 (Z 7' Z Ll1 .. .le> wq(O,x) + RQN(Ta l‘)
p=0 ¢=0 \m=0"""l;+-+lm=p—q—m
2N p
2 Z —qwq(0,2) + Ron (T, ).



D’autre part, on a

N
ZT"Anv t+71,x) ZT”A (27"1% t+ T, x))

n=0 n=0 =0
= 2 ZT”*"Anvq (t+ 1, )
n=0g=
N N+gq
q=0p=0
2N P
:ZTP Z Ay qwq(0,2) + Ron (T, ).
p=0 q=0
p—q<N
D’ou
N 2N p
Nt +1,2) - ZT"AnvN(t + 7, 7) :ZTP Z Ap—qwq(0, ) + Ran (7, )
n=0 p=0  ¢=0
p—q>N
2N p—(N+1)
2 P Z Ap_qwg(0,z) + Ron(T, )
p=N+1 q=0
et

<

N
Nt +r1,2) - ZTnAnUN(t + 7, 1)
n=0

crN+Hl sup |vn(t,@)|cav + sup  Jwi(s, @) |oan 2
n=0,..N s€(0,7)
k=0,..2N

Enfin en appliquant I’hypothése 2.8 avec ¢ = v™V(¢), on a

N
H]E [[UN(t,Xl)]] — UN(t + T, x)HOO < |E [[’L)N(t,Xl)]] — ZTHAHUN(t + 7, 1)

7’L=0 o0
N
Z AN (t+ 7, x) — 0N (t + 7, 1)
n=0 [o'e}
N+1
<CnT sup |lvn(t; + 5,2)| canz -
s€(0,7)
n=0,...N

O]

Toujours dans l'esprit de [7], nous allons construire une suite de mesure qui converge faible-
ment vers la mesure invariante de la méthode numérique.
Lemme 2.11. Sous les hypothése 2.2, 2.3, 2.5 et 2.8, on se donne les suites(vp), o €t (UN)NE]N
définies dans le théoréme 2.10. Il existe (pp),en telle que po = peo, et pour tout N =1 :
N

fpzv(y)dvol/w(y) =0 et LN = D LipN_n.
M n=1



Démonstration. Montrons, par récurrence, I'existence de la suite (py,),,cn- Pour n = 0, on pose

PO = Poo-
Supposons avoir construit pg,...,pn qui vérifient ces conditions. Posons alors la fonction

Gny1:= D, Lpn_pn. La fonction Gy, est lisse et d’intégrale

n=1
N
jGNH 2)dvolu( szN (@) Lot (2)dvol () = 0,
=1m

car L, est un opérateur d’ordre 2n + 2.
Donc par I'hypothese 2.3, on dispose de unyi+1 € CP(M,R) telle que L*un+1 = Gny1 et

JNNH(y)poo(y)dvolM (y) =0, ce qui conclut la récurrence. O
M

Théoréme 2.12. Sous les hypothése 2.2, 2.8, 2.5 et 2.8, on se donne les suites (vp),cn €l
(Fn) e définies dans le théoréme 2.10. Pour tout n,k € IN, il existe un polynéome Py, tel que

vp(t, ) — J@(y)pn(y)dvol/\/l(y) < Prn(t)e™ [ = (o) hran -
M

Démonstration. Pour n = 0, on a vg = u et pg = ps et par I'hypotheése 2.5, on a, pour tout
entier k

lu=<DMlcx < Pe(t)e™ o = <{&)lcn -

Supposons que la propriété soit vraie aux rang 0,...,n. Notons
n+1
e (l) = f V1) o (@) d VoLt ()

Alors ¢4 1 est dérivable, de dérivée :

n+1
&) = j (O40n 11 m(t, 7)) () d VOl ()

n+1
J (P0vm (1, 2))pns 1 (@)d volp ()
/V(

n+1 m

—Z J ZL _ui(t, 2)) prg1—m (@) dvolp (z)

=0 !

n+1 m

—ZZJUZ t x m 1Pn+1— m( )dVOIM( )

mOlO

n+1 n+1
_ZJUZ (t,x) (ZLm 1Pn+1—m (T )) dvolp(x)

ZOM

n+1 n+1-1
-3, [ute.s < % Lipnreate >> dvolu(z).

ZOM



n+1-—I
Or par définition de L*pp41—r—;,ona >, L*p,i1_,—; =0, donc ¢,41 est constante et

r=0

n+1

fatunﬂ (t, ) peo () d vol py (2 Z J&tvnH m(t, ) pm (@) d vol pq ().

De plus, on va pouvoir calculer la moyenne de F;, 1 par rapport a la mesure po
(Faa (1) = J P (1, 2)pen () vol 2]

J&tvnﬂ (t, z)poo(z)d volpq (z J[,vnﬂ (t, ) poo(z)dvolp(z) par le théoreme 2.10

n+1

) J 001t ) (2)d V0Lt () car £7pn = 0
et calculer I’expression de la fonction vy,
¢ ¢
/Un+1(t7 CU) = <Fn+1(8)>ds + J P (Fn+1(5, 95) <Fn+1(5)>) ds

n+1
_ j rtm{ts2)pn (@) ¥OLu(@) + [ ()1 (@)d VoL (o)

M
J Pics (B (5,) (B () ds.
Or on peux écrire
n+1
J Dt (1) () dvol () =
n+1
2 J Un+1— m t :IZ) JSD(?J)PnH—m(y)dVOIM(?/) pm(x)dVOIM(x)

M

car p,, est de moyenne nulle.
D’autre part, on a la majoration

n+1
| Fi1(s) = (Frya (s)Mar < ZHLMH — (Lywni1(8))] o

n+1
<Cr ), Ions1-1(5) = Wns1-1()] crrarra
l—1

<Ck2 Hvl <Ul >Hck+2(n+l D42

10



et finalement, la démonstration est terminé par

o (t.) — j (&) s (2)d vl p () | o
M
n+1

< fnom(t.) = [eWpnirmdvolu)] [ lon(@) dvolu(a)
m=1 M ok M

t
i J pr(t = 8)e M) By (s) = (Fapa(s))] on ds
0
SPrnri(tle—xt [ = (Ol garaesn
par récurrence et par I’hypothese 2.5. 0

Enfin, on se donne la deuxiéme partie d'un lemme proposé dans [1] dont la premiere partie
est le lemme 2.11. 1l s’agit du résultat central pour la démonstration du théoreme 2.14 que nous
présenterons dans la sous-section suivante.

Lemme 2.13. Sous les mémes hypotheses du lemme 2.11 et du théoréme 2.12 et en notant

N
Pt = ST h"py, il existe C > 0 telle que

n=0

fsz»(y)ph(y)dvow () - fgo@)p’fv(y)dvow )| < o,
M M

Démonstration. Majorons maintenant la différence entre E [¢(X,)] et la moyenne de ¢ par
rapport a la mesure p}]ﬁ,.

E [o(X)] —vNH(tp, x) =1 [[’UN+1(0, Xp)]] — UN+1(tp, x)

p—1
=E E [0 (5, Xp—g) — oV (tj11, Xp—(j+1))|Xp—(j+1)]]"
7=0
p—1
=B || > B[N, X1(Xp-41) — UN+1(tj+17Xp—(j+1))|Xp—(j+1)]]“ :
7=0

Or

E [0 (1), X1(Xp—(41)) = 0V (#5015 Xpm () [ X4 ]
< CNTN+2 sup |vn(t; + s,x)HCWM .

s€(0,7)
n=0,...N
On en déduit que
p—1
E[p(Xp)] = oM (tp, ) SChr™ 2 YT sup Jualty + 5,2) | pavso
j=0 SE(O,T)
n=0,...N

p—1
<SONT2 Y Qu(t)e ™ ol gsvano
j=0

11



<CN7'N+1 HQDHCBNHO .

Puisque vV +1(

finalement

tp.x) = vV (tp, ) + TV oy (tp, ) et Juni(tp @)l co < Cn @l cacven, on a

|E [o(Xp)] — o™ (tp, 2)] < OnNTV 0 gsvano -

D’ou, par inégalité triangulaire

E [o(X,)] - j o)l (y)dvolu (y)
M

< [E LX) = 0™ (ty, )| + [0 (8, 2) — f o)A (y)dvol(y)

M
N

< CNTN+1 HQPHCE;NJAO + 2P07N(tp)e—)\tp H90H00+4n
n=0

< (CNTN+1 + PN(tp)e_Atp) HQDHCsNﬂo .

D’ou le résultat par passage a la limite sur p. ]

2.3 Caractérisation algébrique de ’erreur pour la mesure invariante

Dans cette sous-section, nous terminons par la généralisation sur variété de la caractérisation
de l'ordre pour la mesure invariante issue de [1]. Elle nous permettra de construire des méthodes
d’ordre élevé dans la section suivante.

Théoréme 2.14. On se place sous les hypothéses du lemme 2.13 et on se donne la suite (pp),,cn
définie dans le lemme 2.11. On consideére [’équation différentielle stochastique (1.1) sur M vé-
rifiant les hypothéses 2.1 et 2.5 et résolu par une méthode numérique ergodique satisfaisant les
hypothéses 2.2 et 2.8 et

Ajpo =0 pour j =2...1.

Alors, elle est au moins d’ordre r pour la mesure invariante. Plus précisément 'erreur de la
mesure invariante e(p, h) vérifie pour tout ¢ € C* et h — 0 :

e(p,h) =h" JOOO Ju(w,t)A;‘Hpoo(m)dvolM(x) + O(h" ).
M

Démonstration. Par définition

N
e(p,h) = NliinooNi . ZOsO(Xn) - Jso(y)poo(y)dvow(y)
"= M
et puisque (X,), o est ergodique,
1 N
1 27000 = [ ol

M
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Donc le théoréme est prouvé si

[ewi wavot) = [ewpawivolut +i JOOO [ w42 patmrdvola()+00 ).
M M M

Par le lemme 2.11, on dispose de (pn),cn telle que pg = pwo, et pour tout N > 1

N
Joxvtvolay) =0 et £%py = 3 Lipv-r

M =1
De plus,
()" (y)dvolm(y) — | ey)pk(y)dvolp(y)| < CHVH!
Ply)p\y)avolmy P Y)PNY)aVOILMY) | S .
M M
Par récurrence, pour tout n = 1,...,r — 1, on a L*p, = A’ pe = Lipe = 0 et p, = 0. Ainsi

I'inégalité du lemme assure que Jg@(y)ph(y)dvolM (y) — Jgp(y)pf(y)dvolM (y)| < Ch™*L, or
M M
P (y) = paw + B pr, d'olt

6(90,}1) — hrJSO(y)Pr(y)dVOIM(y) < ChrJrl
M

Par intégration de dyu(t,z) = Lu(t,z), on a u(t,x) = p(z) + Sé Lu(s, z)ds et par ergodicité

Jim u(t, z) = Jso(y)poo(y)dvolm(y)-
M

Donc, en utilisant que p, est de moyenne nulle :

j () pr () dvol () = j j¢<y>pw<y>dvolM<y>— fo " (s, 2)ds | pr(@)dvolu()

M M \M

__ f JO " (s, 2)pp (x)dsd vola (x)
M

= LOO Ju(s,x)ﬁ*pr(x)dvolM (x)ds
M
~ [ [uts 0z pe@)tvol s,
M

ou 'on a utilisé que L*p, = AY | pe comme dans la récurrence. O]

3 Nouvel intégrateur d’ordre 2 pour la méthode invariante

Nous allons nous interesser aux méthodes de flot gelé [2] et simplifier leurs conditions d’ordre
dans le cas de 'erreur pour la mesure invariante.

13



Remarque 3.1. On considére 1'équation différentielle : X'(t) = G(X(t)). La méthode d’Euler

explicite repose sur 'approximation par différences finies :

X(t+dt) — X(t)
ot

X'(t) ~ devient X,41 = X, + hG(X,,)

Sur une variété, X, + hG(X,) n’appartient pas forcément a la variété, car G(X,) vit dans
I’espace tangent en X,.

On s’intéressera a des méthodes dites de flot gelé, généralisant les méthodes de groupes de
Lie [11] dans le cas de géométries quelconques avec l'aide de frame. On « gele » le champ de
vecteurs : on résout

Y'(t) = ¢"(Xn)Ea(Y (1), Y(0) = X,
et on pose X,,.1 = Y (h).
Remarque 3.2. Dans R?, on retrouve X, 11 = X,, + hg?(X,,) E,.

Définition 3.3. Sur une variété, on note exp (hg*(X,)Ey) - Xn la solution, ce qui donne :

Xns1 = exp (hg'(Xa) Ea) - X
ou exp désigne une version généralisée de ’exponentielle, adaptée a la géométrie de la variété.

L’appellation exp vient du fait que nous résolvons un flot, mais on a méme mieux.

Remarque 3.4. Sur la sphére (ou tout espace de matrice), le repére est de la forme Fy(y) = Agy
et exp correspond a ’exponentielle matricielle

exp ((h FUX) + x/ﬁgg) Ed) X, = Exp ((h FUX) + ma-g) Ad) X,

Définition 3.5. La méthode la plus simple pour résoudre 1’équation (1.1) est celle appelée
frozen flow Euler method :

X1 = exp ((hfd(Xn) + \/ﬁg,‘f) Ed> X,

3.1 Développement de Talay-Tubaro pour ’ordre 1

Dans cette sous-section, nous allons donner une premiere idée des calculs en calculant
Tt = 0 méme si nous imposerons par la suite Ay = £ pour avoir la consistance de notre
méthode.
Considérons la méthode générale proche de celle d’Euler

D
Xnt1 = exp (2 (ahfd<Xn) + B\/ﬁéﬁ) Ed> Xn

d=1
et o une fonction test.

D

On a alors (X, 11) = exp (Z (ahfi(Xy) + B\/ﬁ{ﬁ) Ed) > p(Xp). On admettra ce résul-
d=1

tat présenté dans [2].
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Remarque 3.6. Nous introduirons juste apres la définition de I'opération -, mais il est important
de noter que si X, Y sont deux champs de vecteurs et x,y deux points de M alors y = (Y - X) z
donne, pour toute fonction test ¢,

¢(y) = (X -Y) = ¢().

En effet, sur les points de M, il s’agit d’une composition, on applique d’abord X & z puis Y au
résultat, cependant, sur ¢, il s’agit d’'une dérivation, d’abord dans la direction de X puis dans
celle de Y.

On fait apparaitre une différentielle d’ordre 1 nous allons introduire une notion de diffé-
rentielle d’ordre supérieur qui dépend de la géométrie de la variété et ne peut pas étre définie
de la méme manitre que dans un espace plat. Remarquons que sur R%, on a d?¢ - (X,Y) =

(¢"-X) Y —¢" - (X"-Y).

Définition 3.7. On définit la Hessienne de ¢ dans les directions des champs de vecteurs ”.X
puis Y7 :

(X-Y)=0(p) =X > (Y =¢)(p) — (X =Y) = é(p)
=d (do(p) - Y (p)) - X (p) — do(p) - [([AY U (p) - X (p)) Ea(p)]-

Le premier, le deuxieme et le quatrieme = correspondent a la dérivation d’une fonction par
un champs de vecteurs, définie dans la sous-section 2.1. Définissons maintenant le troisiéme entre
deux champs de vecteurs.

Définition 3.8. On définit I'opérateur par linéarité sur les composantes, c’est-a-dire pour X et
Y = Y9E; deux champs de vecteurs sur M, on a

(X>Y):=(X=Y)HE,.

Il s’agit d’une connexion affine, objet que nous définirons plus en détails en 3.16 dans la sous-
section 3.3, la connexion de Weitzenbdck.

L’opération (X -Y') induit une structure d’algebre d’opérateurs différentiels comme présenté
dans la reformulation algébrique de ’extension post-Lie d’une opération sur ’espace des opéra-
teurs différentiels [24, §].

Définition 3.9. On définit 'exponentielle d’un opérateur G sur M par
a1
exp(G) := Z'd—i-G—i- Zzz;
Nous pouvons alors effectuer un développement de Taylor & 'ordre 1 :
P0Xs1) = GO0 VLS = X (a6 B+ 5 (60) (B Bi)) = (X, 402 R

on E [[|mi]| < .
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3.2 Représentation algébrique pour ’ordre faible

Pour simplifier les notations et introduire des techniques de calculs différentiels plus efficace,
on va représenter nos termes différentiels par des foréts planaires exotiques de Butcher, dans
Pesprit du travail [2] généralisant les B-séries standards [3, 9, 4] au cas stochastique sur variété.

Définition 3.10. Un arbre planaire décoré (7, «) est la donnée d’un graphe connexe et orienté
7 dont chaque noeud a une arréte sortante a l’exception d’un seul nommé la racine et une
application a de m dans un ensmble de décoration D. Un ensemble ordonné, potentiellement
vide, d’arbres planaires décorés est appelé une forét planaire décorée.

Une forét exotique est une forét planaire décorée avec les décorations D = {e} U IN*, qui suit
les régles suivantes : si un entier naturel est utilisé comme une décoration alors il doit décorer
exactement deux feuilles. Deux arbres exotiques (71, 1) et (w2, aig) sont identiques si m = 7o
et s'il existe une application ¢ : D — D tel que 1)(e) = o, 9| est un automorphisme de IN et
a1 = 1][) O (9.

On étend cette définition aux combinaisons linéaires de foréts exotiques pour construire
I’espace vectoriel des foréts exotiques EF.
Définition 3.11. On définit 'opérateur linéaire I sur EF telle que
— F()=F
— Flp) = Ea,
— F(mimy) = F(my) - F(me)
— F([r1,...,mn]e) = (F(my) - ... - F(m,))[F] ou [7r1...7,]e désigne 'arbre de racine 4 et de

feuilles, dans 'ordre, 71, ..., m,.

Ezemple 3.12. Considérons un exemple que nous allons construire dans le prochain paragraphe.
(g, = ) (Ey - Eay) & f)(Ea, - E; - Ea, - E;) © ¢) est représenté par g3 -

Constructions des foréts exotiques planaires On commence par factoriser les termes
différentiels par concaténation pour obtenir des produits de différentiels d’une seule fonction.
Ezemple 3.13.
(Eq- ((Eq & f7)Ej) = ¢ = (Ea = [/)((Eq - Ej) = ).
Dans une étude postérieure, nous aborderons le cas ou la factorisation se fait par la régle du
dérivation d’un produit :

(Ea- (B> [))Ej) & ¢ = (Eg & /) (Ea- Ej) = ¢) + (Ea - Eq) & f7)(Ej & ¢).

Puis on indice nos termes selon la convention :
— les termes issus du potentiel f*E, sont indicés par des lettres : f'E;,

— les termes probabilistes possédent un produit de puissances paires de gaussiennes, on les
, . , . , . 2
séparent en produit de carrés de gaussiennes et on numérote chaque paire : (1) (Ey, -Eg, ).

Lemme 3.14. Revenons brievement un résultat mentionné plus haut et présent dans [12] : les
termes probabilistes possédent un produit de puissances paires de gaussiennes, on les séparent

en produit de carrés de gaussiennes. Les moments paires d’une gaussienne sont IE [[§2k]] =
(2k)!
2kE! -

Prenons 2k chaussettes identiques et faisons des paires : pour la premiére chaussette de la
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premiére paire, on a 2k choix, pour la deuxiéme chaussette, on a 2k — 1 choiz et ainsi de suite,
on a en tout (2k)! choiz. Puisque les chaussettes sont identiques, pour chaque paire, on peut
inverser les chaussettes donc il faut diviser par 2 k fois, de plus chaque paire étant identique, il
faut diviser par le nombre de permutation des k paires de chaussettes. On retrouve alors It [[52’“]].

Un fois indicés selon cette convention, il suffit de suivre les indications : on commence par
prendre le terme de ¢ et on écrit dans 'ordre un point noir pour les lettres et le numéro pour
les termes numérotés. Pour notre exemple 3.12, on a alors e e Ensuite, pour chaque point
noir représentant E;, on lui attache la forét associé & f'. Dans I'exemple, le point de E; devient
(? et celui de E; devient \P, ce dernier introduit un nouveau point associé a Ej dont le terme
f* n’est pas dérivé donc l’arbre est terminé.

Définition 3.15. On définit 'ordre d’une forét 7 par
|7| = Card{, dans 7} + Card{gq dans 7}

Ainsi I’ensemble des foréts associées a 'ordre n dans le developpement de Taylor est I’ensemble
des foréts d’ordre n.

On a déja vu l'ordre 1 : g et o. Pour 'ordre 2, on a 11 foréts :

! QED oo (P(D (D(P QD OO OO OO0 OOOOO OCOOO
Et pour l'ordre 3 on a 95 foréts.

3.3 Intégration par partie sur variété pour la mesure invariante
On se réferera a [23] et a [16] pour les preuves de cette sous-section.

Définition 3.16. Soit M une variété lisse et XM ’ensemble des champs de vecteurs tangents
lisse sur M. Alors une connexion affine sur M est une application bilinéaire (XM)? — XM :
(X,Y) — VxY vérifiant, pour toutes fonction lisse f sur M et tous (X,Y) € (XM)? :
— VixY = fVxY, c'est-a-dire que V est C*(M, R) linéaire en la premiere variable.
— Vx(fY)=(X = f)Y+ fVxY, c’est-a-dire que V satisfait la régle de dérivation de Leibniz
en la seconde variable.

Définition 3.17. Soit (M, g) une variété riemannienne. Une connexion affine V sur est appelée
une connexion de Levi-Civita si
— elle préserve la métrique, c’est-a-dire Vg = 0
— elle est sans torsion, c’est-a-dire, pour tous (X,Y) € (%M)Q, onaVxY —-VyX =[X,Y],
ou [X,Y] est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y.

Remarque 3.18. La condition Vg = 0 est équivalente a Z - g(X,Y) = ¢(VzX,Y) + g(X,VzY)
et la preuve de cette équivalence est présente dans [13].

Théoréme 3.19. Soit (M,g) une variété riemannienne. Il existe une unique connezion de
Levi-Clivita.

Remarque 3.20. On définit la courbure d’une connexion affine par R(X,Y)Z = VxVyZ —
VyVxZ — Vxy1Z pour tous (X,Y,Z) € (%M)3 La courbure d’une variété riemannienne est
lié a celle de la connexion de Levi-Civita. La connexion de Weitzenbdck est, elle, de courbure
nulle mais de torsion non nulle, c’est-a-dire VxY — Vy X — [X,Y] # 0.
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Théoréme 3.21. La formule de Koszul assure que pour la connexion de Levi-Civita :
29(VxY,Z) = X (9(Y, 2))+Y (9(Z, X)) = Z(9(X,Y)) +9([X, Y], Z)—g(|Y, Z], X) - 9([X, Z],Y)

Lemme 3.22. Soient (M, g) une variété riemannienne, f une fonction lisse sur M et v un
champs de vecteurs tangents lisse sur M. Pour la mesure volume sur M, on a

de ~vdvoly = —ff div(v)dvolp .

M M

Définition 3.23. Pour tout champs de vecteurs tangents lisse H, la divergence est défini par :
diV(H) = g(VEdH, Ed).

Théoréme 3.24. Soient (M, g) une variété riemannienne, f et g deux fonctions lisses sur M
et (Eq,...Eq) un repére orthonormale de M. Considérons un potentiel lisse V' sur M. On note
alors dp la mesure exp(—V')dvoly. L’intégration par partie par rapport a la mesure dy assure

. Jf (B - Ej) = g)d JE i[g]d“_JfF[g]du
M

Démonstration. Dans un premier temps, on va se ramener au cas du lemme 3.22 :

d(dg - E;) - (fe V E;)dvol g
— f E;[g] div(fe™" E;)dvolp
=— JEi[g] (f div(E;) + df - E; — fdV - E;) eV dvol
- [BinElg)dn - [ 1E1a)div(E) - BV
M M

Rappelons que par définition F' = —VV =V g, Ey, ainsi F' = —E;[V|E; — g(VE,Eq, E;) E; par or-
thonormalité de la base (E1, ..., Ep). Le théoréme est donc montré si div(E;) = —g(Vg,Eq, Ei),
or par définition de la divergence div(H) = g(Vg,H, Ep) pour tout champs de vecteurs tangents
lisse H. La formule de Koszul appliquée a X = Z = Ej et Y = E; assure que

29(Ve,Ei, Eq) =E4(9(Ei, Eq)) + Ei(9(E4, Ea)) — Ea(9(Eq, E;))
+ 9([Eq, Ei], Ea) — 9([Ei, Eql, Eq) — 9(|Ea, Eal, E;)
=2¢(|Eq, Ei], Eq).

De méme 2g(Vg,Eq - E;) = —29([Eq, Ei], Eq). D’otu le résultat attendu. O
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Ezemple 3.25. Revenons sur 'ordre 1. Par intégration par partie

J((Ed - Eq) &= ¢)poodvolpg = _de(Ed > ¢) poodvol p.-
M M

Donc, si a = %, on a alors Ay = a (fUX,)Eq + (Eq- Eq)) et Afpe = 0.

Proposition 3.26. On va cependant imposer un ordre 1 pour la convergence faible et o = %2 =1
afin d’obtenir la consistance de motre méthode.

Définition 3.27. Donnons une notion d’arbre irréductible : par intégration par partie, on a

f FUE & 6)podvolyg = —f(Ed o ) dpod voly — ffdquﬁpoodvow .
M M M

Or aucun de ces deux termes ne respectent la convention d’écriture de nos foréts, le premier car
E; dérive le f¢ qui lui est associé et le second car on a deux f¢ sans E;. On considére alors les
foréts dont la racine a gauche est un point noir comme irréductible.

L’objectif de notre méthode est d’écrire les foréts non irréductibles comme combinaison
linéaire de foréts irréductibles et d’annuler les coefficients associés.

Définition 3.28. On dit que deux combinaisons linéaires de foréts exotiques sont faiblement
équivalentes et on note m ~ g si

J]F(m)w]poodvol/w = JIF(m)[qb]poodvolM pour toute ¢ € C5(M).
M M

Proposition 3.29. Si g est une forét alors on obtient son intégration par partie en greffant
@ 4 gauche de chaque o de 7 et en ajoutant la forét obtenu en remplacant l'unique gy de ™ par .

Remarque 3.30. Il s’agit simplement de déplacer la dérivation de ¢ dans la direction FEy sur
chaque fonction f* et de rajouter le terme issu de la divergence.

Ezemple 3.31. Par cette proposition, on a

0@ (@D et MR ~ —(QUBP + A2+ P+ VD)
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‘ Forét ‘ Intégration par partie

) irréductible
QP irréductible
irréductible
?(D irréductible
@(P —@g+ Q@)
e DD irréductible
D0 )
DD e —(..+@(P)~I+Q.®—..
0000 e @O
@000 —0e0~ e+ 30
00o0| —ome~ee—1-%P

TABLE 1 — Relation d’équivalence faible entre les foréts exotiques d’ordre 2 par intégration par partie

Ainsi, en notant Asp = a;l + angD + Q3¢ o + M?@ + a5@? + Ge D T TDe® T Is®D e T
WWEEOO T 10000 T 1100, | intégration par parties des termes réductibles assurent que
GA%p1os = [(a1 — a5 + ag — a11) + (ag — a5 + ag — a1)) P + (a3 — a7 — ag + a10 + an)e o

+ (a4 — a7 + alO)(P@ + (a6 — a9)e @l Hw
Les conditions d’intégration par parties imposent alors

al = a9

ag = ag

aq +aig = ay

a1 +ag =as + ai
az + a1l = aq + ag

Pour l'ordre 3, il y a 40 irréductibles ce qui donne un systeme de 40 équations a 95
inconnues.
3.4 Nouvelle méthode d’ordre 2

Dans 'esprit des méthodes de Crouch-Grossmann et commutator-free pour les EDOs [6, 25,
5, 26], on considere la classe de méthodes générale issue de [2] :

D
H, = exp (Z (ansixa) + VRED) Ed> X,

d=1

D
X1 = exp (Z (Oézhfd( n) + b f4(Hy) + 52\/>£n) Ed)

D
oxp (2 (uhf (Xa) + b (Ha) + BV he) Ed>

d=1
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Le développement de Taylor de cette méthode a l'ordre 1 impose les deux conditions :

2
a1+ +ax+vy=1et M = 1. Pour l'ordre 2, on a ’expression des coefficients, avec la
certaines valeurs numériques issues de 'ordre 1 :

‘ Forét ‘ Coefficient ‘ Expression
! a a(m +72)
Q.@ a2 %(’71 +72)5°
.o as Jon+y+or+p)?=13
(P@ ay 381181 + 27182 + 7232)
@(P as ;5(’71/31 + 2921 + 7232)
0O ag s (a1 +7)(BF + 38182 + 353) + (a2 + 72) 53]
Ded az & (a1 +71)(BE + 3B182) + (a2 +72)(3B182 + 53)]
DD e as t (a1 + )8 + (a2 +72)(38% + 38182 + 53)]
0000 ay Ll
0OO0 aio Guipal -1
oooo| Bl _ |

TABLE 2 — Expression des coefficients des foréts par les coefficients de la méthode

Le systeme d’équation des ordres 1 et 2 devient alors, en multipliant par 2 ou 6 pour simplifier
les fractions :

apt+mtat+y=1
(B1 + B2)? =2
a (v +72) = B2 (1 + 1)
{ B3 (az+72) + (1 +m) (B +368182 +363) =1
3B (Bt + 2Bavi + Baye) + 1 = (an +m1) (87 + 3B8182) + (a2 + v2) (38182 + B3)
6c (71 4+ 72) + 5% (a1 +71) + (2 +72) (36 + 36182 + B3) = 3B (Bi71 + 2B172 + B2y2) + 1
36 (Bim + 2Bam1 + Bavy2) + B (a1 +m1) + (a2 +12) (367 + 35182 + 53) = 4

\

(3.1)

Remarque 3.32. La troisiéme equation 2a (1 +72) = B2 (v1 +72) est équivalente & 2o = 32
quand 1 + 2 # 0. Si on impose la condition supplémentaire v; + v2 = 0, le calcul formel assure
que le systéme 3.1 n’admet aucune solution. Ainsi le premier étage

D
H, = exp (Z (ahfd<Xn> + Wﬁsff) Ed> X,

d=1

6

est nécessairement la méthode d’Euler, au temps (quitte a remplacer § par || par symétrie

de la variable aléatoire £2).

Simplifions ce systeme. Dans le cas f = 0, la méthode devient

Xp+1 = exp (ZD: (ﬂQN/EfZl) Ed) exp (i (51\@@%) Ed) X

d=1
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avec (f1 + 52)2 = 2. Imposons alors B = 0 pour n’avoir qu’une seule exponentielle et 3; = /2
pour retrouver la méthode d’Euler, dans le cas f = 0. La résolution du systeéme (3.1) avec S = 0
et B1 = +/2 par calcul formel offre une solution paramétrée par f3 :

_52 _1 _ﬁ(ﬂ—2\/§)+2 _ . . _ 1
{a‘z’al—w— 25 (5-aye) YRR 0 =0 = T

Remarquons que seuls trois coefficients dépendent de S et que as + v2 est constant égale a
%. Pour choisir une valeur de 3, on va chercher a prendre des coefficients positifs et de taille
raisonnable. Pour simplifier les expressions, on va prendre § de la forme 1/28.

Oty
T =51 /
‘ ‘ ‘ T
i Qﬁf 4
— B(\2z)==x
_72(\/51’) = —m
—  a(\/22) = 22
is 042(\/5.’13) _ %2(;(;27);)1

FIGURE 2 — Graphes des coefficients de la méthodes en fonction de /2.

L’étude des coefficients assure que tous les coefficients positifs si et seulement si 3 = /2.
Dans la suite, nous prendrons uniquement la méthode pour B = 4/2 mais nous mentionnons
également celle pour 3 = —4/2 dont les coefficients sont raisonnables.

alap|ay| B | 1| B2|m|
1
2

V2
1 _ﬁﬁoo_

TABLE 3 — Présentation des valeurs des coefficients pour deux méthodes.

1
2

wino| O
o=

Théoréme 3.33. La méthode numérique intriséque

D
H, = exp <Z (hfd(Xn) + m&%) Ed) Xn

d=1
D (h D /h
X1 = ex — r4(H, E>ex< —f4UX,) + V2hed E>Xn,
o (3 (5tm) ) en (33 (30« vanet)

est d’ordre 1 faible et d’ordre 2 pour la méthode invariante.
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Xn+1

5f(Hy)

Z

Xn %/: A\'// ) vV ﬁi hf(Xn) + \/2h§

FIGURE 3 — Etapes de la nouvelle méthode d’ordre 2

3.5 Deuxiéme nouvelle méthode d’ordre 2

Revenons au systéme d’équations 3.1, nous allons le simplifier d’'une maniére différente. Au
lieu de prendre B2 = 0 et f; = +/2 pour retrouver la méthode d’Euler, ce qui correspond &
mettre le terme aléatoire seulement dans le premier pas de la méthode, nous allons partager
équitablement le bruit entre les deux pas. La résolution du systéme (3.1) avec 1 = [y par

_ V2

calcul formel offre deux solutions paramétrées par 3, une avec 51 = B2 = %= et l'autre avec
b1 =02 = —?. Nous garderons la premiére :
a:,é’:a:,6’2—3\/§B+1a:562—9\/§ﬂ+562ﬂ:@ _ V281 _ V285
2N T s (—2v2) T e (-2va) T 2 T 6a(—2va) 0 6B(B-2v2)

Remarquons que cinq coefficients dépendent de 3 et que as + 2 est constant égale a %. Pour
choisir une valeur de 3, on va chercher a prendre des coefficients positifs et de taille raisonnable.
Pour simplifier les expressions, on va prendre § de la forme /28.

A

Y

A\ 4

- o o o o o s fas ] o

_o

FIGURE 4 — Graphes des coefficients de la méthodes en fonction de +/28.
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D’ aprés l’étude des coefficients, tous les coefficients sont positifs si et seulement si g €
59—

. Nous allons retenir deux valeurs de 8 : 4/2 et f La premiere correspond

au falt que le premier étage de la méthode est Euler mais son Coefﬁment 1 est négatif et la
seconde valeur est celle dont les coefficients sont positifs et minimaux.

alay oz | B | Bi| Ba| |

1 1 —1 7
i1 1V2 |l lva|l T2l
T[22 2 ]2
4 6 6 2 3

TABLE 4 — Présentation des valeurs des coefficients pour deux méthodes.

On ne considérera alors uniquement la méthode pour § = @

Théoreéme 3.34. La méthode numérique intriséque

D
H, = exp (Z ( fd( n) + f@) Ed> T,
d=1
s (3 (b ) )

D
exXp <Z (Zfd(xn) + \/227h£g> Ed) Tn,

d=1

M

est d’ordre 1 faible et d’ordre 2 pour la méthode invariante.

Xn+1

h pd 2h
G (.I'n) + 3 \/7 d

ST

FIGURE 5 — Etapes de la nouvelle méthode d’ordre 2

4 Une méthode avec postprocesseur d’ordre 2 pour la mesure
invariante

On considere un postprocesseurs X — X, construit comme une perturbation de l'identité
avec le développement suivant.

Hypothése 4.1. Pour toute fonction ¢ € CF (M) et h suffisamment petit, on a le développement

E[[oX)IX]] = o(X) + Y W Ajp(X) + WP Ry (o, X).
j=1
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Dans lesprit des méthodes avec postprocesseurs [28], on considere la classe de méthodes
générale issue de type Leimkuhler-Matthews [17] :

H, = exp (ZD: (ozhfd(xn) + ﬁ\/ﬁfg) Ed> T

d=1

D
Tn+1l = €XP (Z (azhf (xn) +2h f(H,) + 52\F§n> Ed)

d=1

D
exp (2 (@1 (zn) +21hf*(Ha) + Biv/ReR) Ed> Tn

d=1

T, = exp (ox/ﬁﬁgEd) Ty

On cherche & construire une méthode moins cofiteuse avec une seule évaluation en f¢. Ainsi
on impose
a=aoa =ay=0.
Le développement de Taylor de cette méthode a l'ordre 1 impose les deux conditions :
2
valeurs numériques issues de l'ordre 1 :

= 1. Pour l'ordre 2, on a ’expression des coeflicients, avec la certaines
b b

‘ Forét ‘ Coefficient Expression
! ay 0
QP as 571+ 72) 82
oo as 3(n + y2)? = 3
CP@ a4 281181 + 27182 + 7232)
@(P as 81181 + 27281 + 1232)
oo ag F (B + 38182 + 383) + 1253
De® az § [ (BT +38182) + 720351582 + 53)]
DD e ag s Bt + 1238 + 38182 + B3]
0000 ag T
e0eo| G0 Bt _
®ee0 | o ) _

TABLE 5 — Expression des coefficients des foréts par les coefficients de la méthode

Lemme 4.2. On se place sous certaines hypothéses techniques. [28] On considére ’équation
différentielle stochastique (1.1) sur M et résolu par une méthode numérique consistante et er-
godique avec postprocesseurs satisfaisant

Afpo =0 pourj =2...p
Ijzcjﬁj pourj=1...p—1
et
(Aps1 + [£, 4] oo = 0.

Alors, elle est au moins d’ordre p + 1 pour la mesure invariante.
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Proposition 4.3.
2

— o
[£, Ar]g = 5 (.@@ — Qe 2@(? - Q@) :
Proposition 4.4. Toute solution de

a1:a2—02

ag + 302 = ag
a4 +aio = ay
a1+a8=a5—30’2+a11
as + aij; = a4 + ag — 302

est solution de o
(As + [£,A1]) o = 0.

Le systeme d’équation des ordres 1 et 2 devient alors, en multipliant par 2 ou 6 pour simplifier
les fractions :

Mmt+r=1,
(B1 + B2)* = 2,
B%(n +72) —0? =0,
3 B3+ (8 + 3152+ 353) +30% = 1, (4.1)

38 (B1m1 + 2B2m1 + Bay2) + 1 =71 (BF + 3B182) + 72 (38182 + B3)
B +72 (361 + 36182 + B83) = 38 (Bim1 + 26172 + foye) — 30% + 1,
3B (P11 + 26271 + B2v2) + Bivi + 72 (36 + 38162 + B3) — 307 =4

\

Proposition 4.5. Le systéme (3.1) avec par calcul formel offre 4 solutions.

B b1 Bo | v |72| o
V2 | 3v2 | V2 ?
2 ) T s [
4 4 | T2
V2 | =32 | =2
2 4 4 V2
2

TABLE 6 — Présentation des valeurs des coefficients des 4 solutions de (4.1).

Proposition 4.6. Toute les solutions partagent un coefficient v; = ;41 < 0 mais une seule a
ses autres coefficients positifs :
5 V2 5 32 5 V2 1 5 V2
= — = — = — = —— = —.0 = — .
g MT TR, T E T

Remarque 4.7. Deux de ses coefficients sont absolument plus grand que 1, ce qui pourrait induire
des instabilités sur la méthode.

Théoréme 4.8. La méthode numérique intrinséque avec postprocesseurs

wen(§(02)1)-
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D o
Tn+1 = €XPp (Z (ihfd(ffn) + ?fﬁ) Ed)
=1

D
exp (Z <_Zfd(Hn) + 3\2%52) Ed) Tn

d=1

Ty = €xp (;hfj‘(,Ed> T,

est d’ordre 1 faible et d’ordre 2 pour la méthode invariante.

FIGURE 6 — Etapes de la nouvelle méthode d’ordre 2

Remarque 4.9. Pour M = R, on retrouve

D \2h
H, =x, + Z nged
d=1

D
Tpil =Tn + thd(Hn)ed + V2h£ffed
d=1

_ V2h—

Tp =Ty + Tﬁj‘{[ed.

On retrouve exactement la méthode pour 6 = 0 proposée dans [28].

5 Meéthodes de type Runge-Kutta-Munthe-Kaas

5.1 Reéduction générale des méthode de type Couch-Grossman

On s’intéresse maintenant aux méthodes ne comportant qu'une seule exponentielle et uti-
lisant des commutateurs. Pour cela, nous donnerons une formule générale pour réduire une
méthode comportant deux exponentielle en une méthode avec commutateurs dont les termes
d’ordre inférieur a 2 sont égaux.

Définition 5.1. On appelle commutateur ou encore crochet de deux champs de vecteurs X =
X9E; et Y = Y9E,; I’élément de P’algébre tensorielle défini par 'opération - :

[V, X]=Y-X-X-Y
=Y'X'(E;-E; — E; - E)).

Afin d’alléger les notations dans la suite nous noterons, exclusivement pour Y et X, Y X pour
désigner Y - X. Ainsi [V, X] =YX — XY.
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On part d’une méthode générale de la forme x,+; = exp(Y') exp(X)z, et on la réécrit sous
la forme 2,41 = exp((Y + X) + Z)x,, ou Z est une combinaison linéaire de crochets itérés de
X = X?E; et de Y = YE,. Dans un premier temps on s’interesse & la forme générale de nos
méthodes d’ordre 2 pour la mesure invariante :

n—GXp(

(ahfd Tn) + 6[&1) Ed) ZTn

Mo T

$n+1—exp< (042hf Tn) + Y2h fO(H, )+52f€n) Ed)
d=1
D
exp Z arhf4(z,) + hfi(H )+B1\f§n>Ed) T,
d=1

On prend donc
D
¥ = 3 (o) + b (Ha) + 52hed) Ea

=9
[

et
X:

Mo

(nhfUCan) + hfU(H) + HiVAED) By

S8
Il
—

et on développe le produit d’exponentielles.
Lemme 5.2. A l'ordre 2 en h, la méthode x,+1 = exp(Y) exp(X)z,, se développe sous la forme
exp(Y) exp(X) =ig + (Y + X)
+ %(YY +2VX + XX)

1
+ 5 (YYY +3YYX 43V XX + XXX)

1
+ ﬂ(YYYY +4YYYX +6YY XX +4Y XXX + XXXX)

+ Rs,

ot |Re| < Ch®vh.

Comme 'ordre le plus faible en h, dans Y et X, est v/h, pour obtenir chaque terme d’ordre
2, nous avons besoin d’aller jusqu’a quatre champs de vecteurs dans les commutateurs itérés.
Dans notre cas, il n’y a qu’une seule variable aléatoire et ce commutateur a quatre champs de
vecteurs est nul pour l'ordre 2 en h, cependant, nous le prenons tout de méme pour généraliser
a l'utilisation futur de plusieurs variables aléatoires. Nous listons maintenant les commutateurs
que nous utiliserons dans nos calculs.

Proposition 5.3. Pour deux champs de vecteurs, on a uniquement besoin de
[V, X] =YX - XVY.

Proposition 5.4. Pour trois champs de vecteurs, on a uniquement besoin de
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— [V,[V,X]]=YYX - 2YXY + XYY
— [X,[X,Y]] = XXY —2XYX + YXX.

Proposition 5.5. Pour quatre champs de vecteurs, on a uniquement besoin de
— [V [V, [V, X]]] =YYYX -3YYXY +3YXYY - XYYY
— [V [X,[X,)Y]]] =YYXX -2YXY X +2XYXY — XXYY
— [X,[X,[X,Y]]] = XXXY -3XXYX +3XYXX -YVXXX.

On se donne alors la forme candidate

7 =b[Y, X]
+c [K [YvX]] + c2 [Xa [Xv Y]]
+di [V [V [V, X + do [V [ X [XC Y]]+ ds [X X X Y]

Donnons une premieére idée du raisonnement pour ’ordre 1.

Théoréme 5.6. Les opérateurs exp((Y + X) + Z) et exp(Y) exp(X) coincident a l'ordre 1 en
h si et seulement si b = %

Démonstration. A ordre 1 en h, on a
exp((Y + X) + Z2) =ig+ (Y + X)
1 -
+ 5(YY +YX+ XY +XX)+b0(YX - XY)+ Ry,
ol ‘Rﬂ < Chv/h. Pour coincider avec le développement de exp(Y) exp(X) & Lordre 1 en h, on
a besoin que b + % =1let % — b =0 cest-a-dire b = % O

Pour les commutateurs a trois et quatre champs de vecteurs, on va utiliser le méme raison-
nement.

Proposition 5.7. Pour les termes avec trois opérateurs, on a les termes suivants
— Ly +Xx)°
— S (Y +X) [V X] + [V, X[ (Y + X))
! [K [K X]] t e [X7 [X7 Y]]

Ce qui donne les coefficients suivants :
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Opérateurs ‘ Coefficient dans exp(Y + X + Z) | Coefficient dans exp(Y') exp(X)

| ) | |
| yvy | ; | : |
ovyx | Lydig | 3 |
| vxy | L—2¢ | 0 |
| ovxx | L_b g | 3 |
| Xxyy | T+bto | 0 |
| XYXx | L —2c, | 0 |
| Xxy | I-bio | 0

XXX : | : |

TABLE 7 — Coefficients des termes issus de trois opérateurs dans les différents développement

La résolution de ces conditions donne que ¢1 = co = %

Proposition 5.8. Pour les termes avec quatre opérateurs, on a les termes suivants
LY +X)*
— Hr + XP [V X] (Y + X[V, X] (Y 4 X) + [V, X] (Y + X)?)

21y, X][Y, X]

— (Y +X) [V X+ [V Y X (Y + X))
2 (Y + X) [X, [X, Y]] + [X, [X, Y]] (Y + X))

— i [Y, [V, [Y, X]]]

— do [Y,[X, [ X, Y]]]

— d3 [ X, [X, [ X, Y]]].

Ce qui donne les coefficients suivants :
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Opérateurs ‘ Coefficient dans exp(Y + X + Z) | Coefficient dans exp(Y') exp(X)

| )| |
I f | f |
| vvyvyx | Hti+9+ds | L |
| YYXY | =9 - 3d | 0 |
| Yyxx | mti+9+2+d | ! |
| YXYY | 51— 4 +3ds | 0 |
| oYxyx | L+l ¥oc-o-2dy | 0 |
| yxxy | R | 0 |
| YXXX | it -ds | : |
| XYYy | L-tia_g | 0 |
| XYyx | S e | 0 |
| XYXY | L+ ¥ ooty 0 |
| XYXX | o — 2 +3ds | 0 |
| XXxyy | i+ Y+2—dy | 0 |
| XXYX | & — 2 —3ds | 0 |
| XXXy | a-tir24d | 0 |
oo i | i |

TABLE 8 — Coefficients des termes issus de quatre opérateurs dans les différents développement

La résolution de ces conditions donne que dy = ds = 0 et do = i.

Maintenant que nous avons identifier les termes jusqu’a quatre champs de vecteurs, nous
avons obtenu une forme réduite & une exponentielle et équivalente a 'ordre 2 de exp(Y") exp(X).

Théoréme 5.9. Les méthodes x, 1 = exp(Y) exp(X)xzy, et yp+1 = exp(Y + X +2Z)y, coincident
a l'ordre 2 en h si et seulement si les termes avec moins de quatre champs de vecteurs de Z sont

VXD o (Y X+ X [ VT + o [V DX DX VT

12

Remarque 5.10. 1l s’agit des premiers termes de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff

Z(X,Y) = log(exp X exp Y)
1

b (XY + [V Y XD - o

=X+Y + [XY] B

[Y, [X, [X, YT+

5.2 Reéduction de nos méthodes d’ordre 2 pour la mesure invariante

Dans la partie précédente, on ne s’est intéressé qu’aux crochets contenants des termes d’ordre
inférieur a 2 mais ces crochets peuvent également contenir des termes d’ordre strictement su-
périeur & 2. Cette partie sert donc a réduire les méthodes déja connues. Remarquons que nos
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méthodes n’utilisant qu'un seul terme aléatoire, le commutateurs a quatre champs de vecteurs
est nécessairement d’ordre strictement supérieur a 2. Mais nous réduirons la méthode SFF2 pour
donner un exemple de méthode utilisant ces commutateurs. On pourrait également analyser plus
finement le terme f¢(H,) = f%(x,) +hR}, afin de vraiment rassembler les termes de méme ordre
au sein de ’exponentielle.

5.2.1 Premiére méthode

On reprends la premiere méthode 3.33 que nous avons présentée et on la réduit a une expo-
nentielle.

Lemme 5.11. Tous les termes différentiels, jusqu’a lordre 2, de la méthode 3.33 sont égaux d
ceux de la méthode

H, = exp ((hfd(l‘n) + m&g) Ed) Tn
Pt = ep(VIRELE + B (FU(H,) + Fia)) B+ "V [ (01, )

+h2< [fd( WEq, f (.’L‘n)Ed] + % [ ﬁEd,[ 1Eq, fY(H,) d]]))

En observant que E [|f(H,) — f(z,)|] < Cvh et en remplacant les variables aléatoires des
termes d’ordre 2 par leurs moyennes, on peut simplifier les termes d’ordre 2.

Théoreme 5.12. Tous les termes différentiels, jusqu’a 'ordre 2, de la méthode 3.33 sont égaux
a ceux de la méthode

Hn = exXp ((hfd(xn) + mﬁﬁ) Ed) Tn
Tp+1 = eXp(fded +5 (fd( n) + fd(mn))Ed ffdQ( n)ggl [Ed2> Edl]

2

N % P (20) [Bays [ Bay» Eay 1))

5.2.2 Deuxiéme méthode

On reprends la deuxiéme méthode 3.34 que nous avons présentée et on la réduit a une
exponentielle.

Lemme 5.13. Tous les termes différentiels, jusqu’a lordre 2, de la méthode 3.33 sont égaux a
ceur de la méthode

D
H, = exp (Z <Zfd($n) + V?gff) Ed> T

d=1

wn+1=exp(m€ﬁEd+g(f () + 27 H ) Ea + "2 [ (00,

0 B £ B
Remarque 5.14. Puisque Y = X + thd( n)Eq4 dans ce cas, on a
h~/2h [
3

1= 2 0 Ea X = P k) B gl + [ ) B e ]
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Ainsi pour rester d’ordre inférieur & deux, il faut prendre le premier terme et en faire le crochet
avec §f§Ed pour obtenir les crochets a trois opérateurs. Ces crochets vont alors étre

h? d h? d d
? |:€ Ed7 [f ( )EdagnEd:H et ? |:£nEd7 |:E Eda f ( )Ed]]
dont la somme est nulle.
En observant que E [[|f(H,) — f(2n)|]] < Cvh et en remplagant les variables aléatoires des

termes d’ordre 2 par leurs moyennes, on peut simplifier les termes d’ordre 2.

Théoréme 5.15. Tous les termes différentiels, jusqu’a ordre 2, de la méthode 3.34 sont égaux
a ceuz de la méthode

D
Hy, = exp (Z (Zfd(:rn) + ‘?fﬁ) Ed> T

d=1

/T

xn+1=exp<mfﬁEd+’§(f (@) + 2 () ) B+ 52 >:§1[Ed2,Ed1]>xn-

Vérifions que les coefficients a1, ..., a11 des arbres de cette méthode coincident avec ceux de
la méthode 3.34.

Proposition 5.16. L’espérance de l’image de x1, de cette méthode,par une fonction test ¢ est
donnée par

E [¢(z1)|zo] =¢(x0) + h (o + 00)

62(I+Q§D[ ])
2 (2(20+0?) - lal + [0l 0))

b
5 2(0oet 00 ++00) + 3 « + 0000 + 2000 + ©000) -

FEt on retrouve bien
1 1 1
al=a2=a4=a6=ag=a10=a11ZE,ag=a5=a8=§ et ay = —.

3
Remarque 5.17. Souvenons nous de la remarque 3.6, tout les termes en noirs sont des palindromes
et ne sont pas affectés par linversion lors du passage de la composition vers la dérivation mais
les termes en rouge ont été renversés lors du passage a ¢.

5.2.3 Meéthode a postprocesseur

On reprends la méthode avec postprocesseurs 4.8 que nous avons présentée et on la réduit a
une exponentielle.

Lemme 5.18. Tous les termes différentiels, jusqu’a Uordre 2, de la méthode 4.8 sont égauzx d
ceur de la méthode

V2h
H, =exp (25;‘5Ed> Tn
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Tnst = exXp(V2hE By + hf*(Hy) Ea + hf |/ (Ha)Ea, 1B

g et [t rmE o

\V2h—
Ty = €Xp (2510(7Ed> T

En observant que E [|f(H,) — f(z,)|] < CVh et en remplacant les variables aléatoires des
termes d’ordre 2 par leurs moyennes, on peut simplifier les termes d’ordre 2.

Théoréme 5.19. Tous les termes différentiels, jusqu’a Uordre 2, de la méthode 4.8 sont égaux
a ceux de la méthode

vV2h
Hn = exXp (2§gEd> Tn

Tyl = exp(\/ﬁngd + hfd(Hn) h\ﬁ

fdQ( ) 21 [Edzv Ed1]

6 fdl( ) [EdQ’ [Ed27 Ed1]])

vV2h—
Tn = €Xp <2§?vEd> T

Introduisons une méthode présentée dans [2], la méthode SFF2 d’ordre faible 2, qui nous
servira a comparer nos méthodes lors des expériences numériques :

5.2.4 SFF2

Définition 5.20 (Méthode SFF2).

X()EM
Pour n =0,...,N:
H! =X,

(
X =exp (58 = s (01]) + (2 VDRI + (- VEWRED + Vel £2)
( 2

e (1

On peut alors la réduire a une exponentielle.

ol

VhfU(HY) + (V2 — Db FUHE) + V%f’l) Ed> X,

Lemme 5.21. Tous les termes différentiels, jusqu’a lordre 2, de la méthode 5.20 sont égaux a
ceux de la méthode

H, =exp ((Zfd(:cn) + \/Egg'fJ) Ed> Tn
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Tpi1 =exp(Vh(EL + X1 Ey + h (fd(Hn)Ed + \f [555’21%, 5;1;1Ed])

VA2 P B B 4 [0 B E

L2V (qtep, pie i + 2 e2E, ) B

(2 o) [e B [t )| + L2 [e2ma 220 0 B |

IO =) Ea ) E

<OV g e [ ) Ea 2 B |+ (5 = 1) [ €02 | 1) Ea 2 B
+ (1= 2v2) |8 B | £ (H) B, 60 Ba|| + | €42 Ea. | £(Ho) Ea 63 B

6= 22) [t B [€82Ba, P ] |+ 0 = ) |62 B0 |82 B0, 1@ 2|
+(3v2 = 5) &1 B, | €02 Ba, £ (HA) B || + (V2 = 1) €02 Ea, | 602 B, £ (H,) Ea |
2= V) | £ @a) B, |67 Ea, €0 Ea| | + (3V2 = 4) [ #(Ha) B, | €07 B, €1 Ea

+2(1 = v2) &0 B, |60 Ea, [52’1Ed7 Z’QEd]]

+2 [fg’QEd, [fg’lEd, [fg’lEm fﬁ’ZEd]” Han.

En observant que B [|f(H,) — f(z,)|] < Cvh et en remplacant les variables aléatoires des
termes d’ordre 2 par leurs moyennes, on peut simplifier les termes d’ordre 2.

Théoréme 5.22. Tous les termes différentiels, jusqu’a l'ordre 2, de la méthode 5.20 sont égaux
a ceux de la méthode

H, =exp ((;‘ i (xn) + \/EggJ) Ed> T

i1 =exp(VR(EL + &%) B+ h (fj (Hn)Ej + ?Eﬁ”%ﬁf“ [Eas. Ed1]>

i (B v e - gebt Py + Y2 e ) ) 124

+ 2h? {f](xn) [Ed7 [Eda EJ]] + [Ed27 [Ed1> [EduEdz]]]})xn'

5.3 Meéthode générale de type RKMK

Nous allons nous intéressé aux méthodes de type Runge-Kutta-Munthe-Kaas [20, 22, 21, 19]
(voir aussi la review [11]). Le principe est de d’écrire la solution comme ’exponentielle d’une
nouvelle fonction et d’étudier I’évolution de cette nouvelle fonction dans I’algeébre de Lie et non
dans le groupe.

5.3.1 Crochets itérés et formule de Magnus

On part de ’équation de Langevin (1.2)
dX (t) = =VV(X(t))dt + vV2dB(t), X (0) = z € M. (5.1)
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On se place dans le cadre de groupe de Lie matriciel et le frame s’écrit Egq(y) = Aqy avec Ay
une base de l'espace tangent en la matrice identité.

Proposition 5.23. Notons X (t) = exp(Q(t))x. Alors Q suit la dynamique

dQ(t) = (deXpQ(t)) (— (dV (exp(Qt))z) - Eg) dt + ﬁdwd(t)) Aq.

Proposition 5.24. En utilisant l’endomorphisme adjoint de 2, adg : A — [Q, A] et les nombres
de Bernoulli (By,), ey, on obtient que

(depr(t)) A A+ 2 adn (1 (4)-

Définition 5.25. Une méthode générale explicite de Runge-Kutta-Munthe-Kaas est de la forme

Gq =VhAq
i—1 _
Q; :j21<dexpgj> ' (Zngj + Zide) pouri=1,...,s
F; = — hEg[V] (exp(%)Yy) Ag pour i = 1,...,s
S -1
0 :jzl (dexvg, ) (207 + 2°Ga)
Y11 =exp (Q) Y,,

oil s est le nombre d’étages de la méthode, les Z? j et les ZO sont des coefficients réels détermi-

nistes, les sz sont de la forme +/23;6% et les Z% sont de la forme V2380,
Notons F': z +— —FE4[V](x)Ag et f¢: 2+ —E4[V](z) et prenons s = 3, on a alors

Gq =VhAg
0y =
=hF (Yo)
Qp =75, F(Yy) + V2hB2g" Ag
Fy =hF (Yp) + hV2hS26®2 Ey, = F(Yy,)
+ 2 (29, F & F(Ya) + B3¢ (Buy - Ea) = F(Ya) ) + O(h*Vh)
Q3 =2vV20 336 Ag + h (Z51 + Z35) F(Yn)
53Z8,1 - 52Z:(),)2

+hv2h (Zgg@gd?E@ > F(Y,) +
+ 02 (29, Z8,F = (Vo) + Z8,03¢6™ (Bay - Eay) & F(Ya) = [Aas, Eay = F(Y2)]))

+ h? ( 25203 D22 2 edsgd2 [ Ay, [Agy, F(Y, )]]) +O(h*Vh)

F3 =hF (Y}) + 2hV2h (362 By, = F(Yy,)
02 (283 + Z82) F = F(Y,) + 483¢5¢" (Buy - Eay) = F(Y2)) + O(h*Vh)
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Q =3V2hBe% A, + h (29 + Z9 + Z8) F(Y)
+ W20 (Z9Ba + Z985) ¢*Eq & F(Yy)

IV () 28— ) € A P

+ 02 (29,29 + Z3 (Z3 1 + Z3,)) F = F(Yy,)
+h? (2953 +4Z39B3) €26 (Ey, - Bg)) = F(Yy)
+h? (BBaZ8, — (2985 +4Z8B3)) £2¢M [Agy, Eqy &= F (V)]

0 0
e (Zgﬂg B aeh, - oy 4 2BE8 PP (28 ¢ Zg,2)>
6 2 ’ ’ 3 3
§d3€d2 [Ad37 [Ad27 F(Yn)]] + O(hQ\/E)
Yn+1 =€exp (Q) Yn

Proposition 5.26. Dans ce cas, I’espérance de l'image de Y1 par une fonction test ¢ est donnée
par

E [¢(Y1)[Yo]] =T [[exp(2) = ¢(Yo)[Yo]]
=¢(Yo) + B [[Q = ¢(Y0)[Yo] + 928’00
2
+ % (20 + 28 + 28)° o + 3128 (2352 + Z35s) (CP@ + @?)
+30°8% (20 + 23+ 29) (e 00 + @ o0 + 00 )

3h%p3 /
- ’2/ (281 + 281 + 295) B— 2382 — Z353) (0@ e) + [0re] @)

27h? , 2
53 (ec00 + 000 + eooo) + O(h*Vh).

Remarque 5.27. Souvenons nous de la remarque 3.6, tout les termes en noirs sont des palindromes
et ne sont pas affectés par linversion lors du passage de la composition vers la dérivation mais
les termes en rouge ont été renversés lors du passage a ¢.

Les coefficients des foréts sont alors, en notant

R =as + 3B (83291 — B2Z8,) + 2805 (23 + Z3,)
P =95 ((Z51 + 251 + Z35) B — 7352 — Z3P3) ,
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‘ Foréts ‘ Coefficient Expression

. D+29+29=1
! a 79,29 + 73 (23, + Z35)
QP a 7363 + 4733
.o as Y+ 29+ 29 =1
o ay 38 (236 + Z3Bs) —as + P23,
@q) as 33 (2362 + ZOBB) +ag — 352232
« OO ag 382 (29 + 29 + Z3) + ¢(R+P) =2+ (R+P)
Ded az 332 (ZO+ZO+Z°) iR=2-1R
or as 382 (29 + 29 + Z) + ¢(R—P) =2+ (R—P)
e 00 ag o = ; §
000 aig 7 _ 1
DO an 2 — 4

TABLE 9 — Expression des coefficients des foréts par les coefficients de la méthode

Remarque 5.28. Souvenons nous de la remarque 3.6, tout les termes en noirs sont des palindromes
et ne sont pas affectés par linversion lors du passage de la composition vers la dérivation mais
les termes en rouge ont été renversés lors du passage a ¢.

6 Expériences numériques

6.1 Observations numériques pour la premiére méthode d’ordre 2

Afin de confirmer les résultats théoriques, on compare la nouvelle méthode aux méthodes
existantes dans la littérature. On a déja mentionné, la méthode d’Euler :

Xns1 = exp (AFU(Xn) + V200 Ea) X

et on comparera nos nouvelles méthodes a la méthode d’ordre 2 faible 5.20. On se focalisera dans
ce rapport aux dynamiques sur le groupe spécial orthogonal en dimension 3 que ’on munira, ou
non, d’un puit de potentiel quadratique en I'identité

Ve 10Te((x — I3) " (z — I3))
et on mesurera l'erreur faible pour la fonction test

¢ = exp (= T((@— 1) (¢ — ,)/6) ).

6.1.1 Trajectoire sur le groupe spécial orthogonal

Soit M = SO3(RR) le groupe spécial orthogonal des matrices de taille 3 x 3.
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Proposition 6.1. La famille

0 10 0 01 0
) )

Ay Ao ds) = | Y221 0 0 % 0 0 o0},% o

0 00 100 0

forme une base orthonormale de l’espace tangent de M en tout point pour le produit scalaire
matriciel (A|B) = Tr(*AB).

On g’intéresse dans un premier temps au cas V' = 0. Ainsi on résout
dX(t) = V2dBum(t), X(0) = z € M, (6.1)

et la nouvelle méthode coincide avec celle d’Euler.

Pour représenter une telle trajectoire, nous representerons chaque colonne de la trajectoires
dans R3, les propriétés de SO3 assurent alors que ces colonnes forment une famille orthonormale
et évoluent sur la sphére unité.

4 +

FIGURE 7 — Trajectoire d’'une dynamique brownienne sur le groupe spécial orthogonal représentée par
ses trois colonnes sur la sphere unité.

Observons 'ergodicité de notre méthode numérique. Pour cela, nous calculons I'image par
¢ de M = 1000 trajectoires, on représente alors 1’évolution des 100 premieres ainsi que de leur
moyenne moy. Dans un second temps, nous affichons la méme chose mais pour l'erreur a la

moyenne
err(X7) = [¢(X7) — moyl|

pour toute trajectoire (X?), . & chaque discrétisation.
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Evolution de ¢ pour 1000 trajectoires Ecart a moy pour 1000 trajectoires

ne des ¢
Erreur asymptotique

0.9 f i 1 WW’W""W‘WW"WW"” | i
10 T{
0.8
10
0.79 moy: = Asymptote de ¢
— Moyenne des ¢

00 05 00 05 1.0
temps ¢(h=10"") temps t(h=10""%

(a) Convergence vers la mesure invariante. (b) Ecart & la mesure invariante.

FIGURE 8 — Convergence des trajectoires vers la mesure invariante pour V = 10 Tr((z — I3)" (z — I3)),
¢ =exp (— Tr((z — I3)" (z — Ig)/6)) et M = 103 trajectoires

6.1.2 Ordre de convergence (dans le cas V' = 0)

Dans I’étude de 'ordre de convergence, on va prendre pour référence la valeur de la méthode
SFF2 pour le pas de temps le plus faible (h = 27'° pour le premier graphique et h = 278 pour
les autres). De plus, on prends comme fonction test ¢ : z — exp (— Tr((z — I3)" (x — 13)/6)) et

comme condition initiale Xy = I3. La moyenne serait faite sur 10° trajectoires.

—_ - 102 |— - /// 7
— -t — -
—a&— Euler SFF —a&— Euler SFF P
_2 | |T¥SFR2 —¥— SFF2 —~
1077 1 |—@— Nouvelle méthode —@— Nouvelle méthode |- =~
[ _
o o
: 507
x X
Q13 ]
z 10 z
1074
107 F e s
1072 107 1072 107t
timestep i timestep i
(a) Pour T' = 1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T" = 3, la méthode atteint 'erreur statis-

tique di au nombre restreint de trajectoires.

FIGURE 9 — Erreur faible par rapport a la mesure invariante pour une dynamique brownienne pour
¢z exp(—Tr((x — Is)" (z — I5))/6) et M = 10° trajectoires

Dans le cas V = 0, les résultats numériques sont difficilement exploitables : le manque de tra-
jectoires induit une erreur statistique non négligeable qui fausse complétement le comportement
de la méthode SFF2 et ne permet pas de conclure pour 'ordre 2 de notre nouvelle méthode.
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6.1.3 Ordre de convergence pour un puit de potentiel quadratique en ’identité

Pour pallier a ce probleme, nous allons resserrer les trajectoires afin de réduire la dispersion
des trajectoires. Pour cela, on impose le puit de potentiel quadratique

Vi 10Te((x — I3) (x — I3)).

10

—_—-h —_-h

— o h* — h?

—a— Euler SFF 1 —#&— Euler SFF

—9—SFF2 107 b |—9—SFF2

—@— Perso - —@— Nouvelle méthode
5 1072 - - 5 -
& § Wl -
& i -
1] (1]
o 9]
= = 103

. _
107 F v -
v P
-
-~ —4
—~ 10 / -~
- — -~
-~ ~
1072 107! 1072 107!
timestep i timestep i
(a) Pour T' = 1, la méthode est d’ordre 2. (b) Pour T' = 3, la méthode est d’ordre 2.

FIGURE 10 — Erreur faible par rapport a la mesure invariante pour V' = Tr((z — I3)T(.’E —13))/6, ¢ =
exp(—V) et M = 10° trajectoires.

Remarquons tout de suite que la méthode SFF2 est d’ordre au moins 2, ce qui confirme la
réduction de ’erreur statistique. Notre méthode n’est pas clairement d’ordre 2 pour T' = 1 mais
l'ordre 2 est clairement atteint en 7' = 3. Ainsi nous pouvons confirmer que notre méthode de
constructions de nouvelles méthodes numériques a l’aide de foréts irréductibles est satisfaisante.

6.2 Observations numériques pour la deuxieme méthode d’ordre 2

6.2.1 Ordre de convergence (dans le cas V = 0)

Dans I’étude de 'ordre de convergence, on va prendre pour référence la valeur de la méthode
SFF2 pour le pas de temps le plus faible (b = 278). De plus, on prends comme fonction test
¢ T > exp (— Tr((x — I3) " (z — I3)/6)) et comme condition initiale Xy = I3. La moyenne

serait faite sur 10° trajectoires.
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Ordre de convergence pour 10° trajectoires Ordre de convergence pour 10° trajectoires

- h - < h
5 n I
102 2
— Euler SFF S 10-24|— Euler SFF
—SFF2 — SFF2
—New 1 — New 1
— New 2 — New 2
o 107 < 107
g e
] 5]
X x
3 3
=10 = 0
107 1079
1020 10713 1010 1008 1072° 10718 10710 107%°
time step h(T'=1) time step h(T=3)
(a) Pour T' = 1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T" = 3, la méthode reste d’ordre 1 et atteint

Perreur statistique.

FIGURE 11 — Erreur faible par rapport a la mesure invariante pour une dynamique brownienne pour
¢z exp(—Tr((x — Is)" (z — I5))/6) et M = 10° trajectoires

Pour V = 0, la méthode devient

D m D
Tpt1 = €xXp 2 ng Eq | ex 2 §d Eq ) xn

d=1 d=1

et x, converge comme la méthode d’Euler a pas % Elle est donc plus précise que la méthode

d’Euler pour un A fixé mais plus cotiteuse. Pour T' = 3, on atteint I'erreur statisque sans étre
d’ordre 2.

6.2.2 Ordre de convergence pour un puit de potentiel quadratique en l’identité

Pour pallier a ce probleme, nous allons resserrer les trajectoires afin de réduire la dispersion
des trajectoires. Pour cela, on impose le puit de potentiel quadratique

Vx> 10Te((x — I3) (x — I3)).
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Ordre de convergence pour 10° trajectoires

Ordre de convergence pour 10° trajectoires

-~k --h
I3 w
Ll Euler SFF 10" 4|— Euler SFF
1071|— sFF2 — SFF2
—New 1 — New 1
—New 2 10-24{|— New 2
gy e 8 -
5] 5] T
x x 107
© ©
] ]
3 10 e
104
104
10°°

P y

time step A(T=0.1)

10720

1015 10-10
time step h(T=1)

1072¢ 10702

(a) Pour T'= 0.1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T' = 1, la méthode est d’ordre 2.

FIGURE 12 — Erreur faible par rapport a la mesure invariante pour V = Tr((z — I3)" (z — I5))/6, ¢ =
exp(—V) et M = 10° trajectoires.

Dans le cas du puit de potentiel, cette deuxieme méthode est d’ordre 1 faible a T' = 0.1
malgré que la méthode préceédente soit d’ordre 2. Mais, en temps plus long, & T' = 1 les deux
méthodes sont d’ordre 2 et cette nouvelle méthode est plus précise pour le méme coiit.

6.3 Observations numériques pour les méthodes avec postprocesseurs

6.3.1 Ordre de convergence (dans le cas V = 0)

Dans I’'étude de 'ordre de convergence, on va prendre pour référence la valeur de la méthode
SFF2 pour le pas de temps le plus faible (b = 278). De plus, on prends comme fonction test

¢ :

serait faite sur 10° trajectoires.

T > exp (— Tr((z — I3) (2 — Ig)/6)) et comme condition initiale Xy = I3. La moyenne

Ordre de convergence pour 10° trajectoires

Ordre de convergence pour 10° trajectoires

--h --h -
I n? -
10724 -
— Euler SFF 10721| — Euler SFF T
— SFF2 — SFF2 -7
— Nouvelle méthode — Nouvelle méthode .
Post_off Post_off lL---"
s 10| — Post_on + 10734|— Post_on
o — o —=
2 A ¢
< <
o ., 1}
=10 = 10
107° 10-5

10-20 10-15 10-10 10795

time step h(T=1)

1071% 10710
time step h(T=3)

10-20 10705

(a) Pour T' =1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T' = 3, la méthode atteint l’erreur statistique

di au nombre restreint de trajectoires.

FIGURE 13 — Erreur faible par rapport a la mesure invariante pour une dynamique brownienne pour
¢z exp(—Tr((x — Is)" (z — I5))/6) et M = 10° trajectoires
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Pour V = 0, la méthode devient

D D
Tn+1 = €XpP (2 (szihgg) Ed) exp (Z (fn) Ed) I
d=1 d=1

Tp = €xp T&%Ed T,

et x,, converge comme la méthode d’Euler tandis que Z,, est moins précise mais toujours d’ordre
1. Comme dans le cas de notre nouvelle méthode d’ordre 2, le cas T" = 3 atteint 'erreur statistique
et ne permet pas de conclure pour 'ordre 2.

6.3.2 Ordre de convergence pour un puit de potentiel quadratique en ’identité

Pour pallier a ce probleme, nous allons resserrer les trajectoires afin de réduire la dispersion
des trajectoires. Pour cela, on impose le puit de potentiel quadratique

Vi - 10Te((x — I3) (x — I3)).

Ordre de convergence pour 10° trajectoires Ordre de convergence pour 10° trajectoires
--h .-k
» w
— Euler SFF 10-1{|— Euler SFF
107*7) — sFF2 — SFF2
— Nouvelle méthode = — Nouvelle méthode
Post_off — T 102 Post_off
10-34 — Post_on - — Post_on
—

weak error
weak error
>

10720 1071.5 1040 10720 104.5 10710 10705
time step A(T=0.1) time step A(T=1)
(a) Pour T'= 0.1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T' = 1, la méthode est d’ordre 2.

FIGURE 14 — Erreur faible par rapport a la mesure invariante pour V = Tr((z — Is)" (z — I5))/6, ¢ =
exp(—V) et M = 10° trajectoires.

Dans le cas du puit de potentiel, la méthode avec postprocesseur devient plus précise que la
méthode sans le postprocesseur. Les deux sont d’ordre 1 en T' = 0.1 mais reste moins efficace que
la premiére méthode 3.33 que nous avons présentée. Cependant la méthode avec postprocesseur
atteint 'erreur statistique des que h < 0.5 pour T' = 1 ce qui dépasse 'efficacité de chaque
méthode présentée dans ce rapport.

7 Conclusion
Dans ce rapport, nous avons généralisé un résultat issu de [1] en nous appuyant sur les

outils théoriques développés dans [7]. En appliquant ce théoréme, nous avons construis deux
nouvelles méthodes numériques dans 'esprit de [6] d’ordre 2 pour la méthode invariante sur
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variété dans l'esprit de [2], adaptées a la méthode invariante sur variété, en cohérence avec
lapproche géométrique de [2]. Dans la suite, nous nous sommes intéressé aux méthodes de post-
postprocesseurs dans l'esprit de [17] et de [28], afin de proposer des alternatives d’ordre 2 pour la
mesure invariante, tout en réduisant les cotits de calcul. Poursuivant dans cette direction, nous
avons adopté la perspective de [19] : d’une part en utilisant des commutateurs pour réduire la
complexité des méthodes proposées a une seule exponentielle, et d’autre part en explorant les
méthodes de type Runge-Kutta-Munthe-Kaas d’ordre 2 pour la mesure invariante. Enfin, nous
avons confronté nos approches a des expériences numériques sur le groupe spécial orthogonal de
dimension 3, ol nous avons analysé les performances des deux méthodes inspirées de [6], ainsi
que celle avec postprocesseur.
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