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1 Introduction
Dans l’esprit de [2], on se place dans le cadre d’étude suivant. Soit pM, gq une variété rieman-

nienne lisse, complète et connexe muni d’une métrique g et sa connexion de Levi-Civita ∇. Soient
E1, . . . , ED un repère orthonormale, c’est-à-dire pour tout x P M, la famille E1pxq, . . . , EDpxq
est une base orthonormale de l’espace tangent TxM.

Figure 1 – Variété riemannienne munie du produit scalaire ambiant

Pour un champ de vecteurs lisse et Lipschitz F : x ÞÑ
D°

d�1
fdpxqEdpxq, on considère l’équation

différentielle stochastique sur M :

dXptq � F pXptqqdt�
?

2
Ḑ

d�1
EdpXptqq � dWdptq, Xp0q � x P M. (1.1)

On s’intéressera plus précisément à l’équation différentielle stochastique de Langevin suramortie

dXptq � �∇V pXptqqdt�
?

2dBMptq, Xp0q � x P M, (1.2)

qui s’écrit sous la forme (1.1) dans le cas où F � �∇V � ∇Ed
Ed (et BMptq est un mouvement

Brownien sur M [10]).
On considère un intégrateur numérique à un pas évalué sur la discrétisation tn � nh de la

forme
Xn�1 � ΨhpXnq, Nh � T, (1.3)

où h est le pas de temps et Ψh une perturbation de l’identité aléatoire sur M.
On s’intéressera à des méthodes dites de flot gelé, généralisant les méthodes de groupes de

Lie [11] dans le cas de géométries quelconques avec l’aide de frame. On mentionne brièvement
la méthode d’Euler géodésique qui suit le flot de l’équation le long des géodésiques :

Xn�1 � exp
��
hfdpXnq �

?
2hξd

n

	
Ed

	
Xn.

Maintenant que nous avons défini le cadre de nos méthodes numériques, nous allons définir la
notion d’erreur qui nous intéresse.
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Définition 1.1. On dit que le processus Xptq est ergodique si il existe une unique mesure
invariante µ8 de densité ρ8 contre d volM la forme volume riemannienne, telle que, pour toute
fonction lisse φ sur M et toute condition initiale Xp0q � x P M, on a

lim
TÑ8

1
T

T»
0

φpXpsqqds �
»
M

φpyqρ8pyqd volMpyq presque sûrement. (1.4)

Définition 1.2. On dit que la méthode numérique Xn est ergodique si il existe une unique
mesure invariante µh de densité ρh telle que, pour toute fonction lisse φ sur M et toute condition
initiale Xp0q � x P M, on a

lim
NÑ8

1
N � 1

Ņ

n�0
φpXnq �

»
M

φpyqρhpyqd volMpyq presque sûrement. (1.5)

On dit que la méthode numérique est d’ordre r ¥ 1 pour la mesure invariante si il existe h0 ¡ 0
tel que pour tout h P p0, h0q :

|epφ, hq| ¤ Cφh
r avec epφ, hq :� lim

NÑ8
1

N � 1

Ņ

n�0
φpXnq �

»
M

φpyqρ8pyqd volMpyq, (1.6)

où Cφ ¡ 0 dépend de φ et de h0.

Remarque 1.3. L’erreur faible se fait en temps court tandis que l’erreur par rapport à la mesure
invariante est en temps long.

Proposition 1.4. Comme on s’intéresse à l’équation de Langevin riemannienne :

dXptq � �∇V pXptqqdt�
?

2dBMptq,

on obtient la mesure de Gibbs : ρ89 expp�V q.
Ce rapport a pour objectif de construire des méthodes numériques intrisèques, efficaces et

d’ordre élevé pour la mesure invariante et peu coûteuse. Pour ce faire, nous allons généraliser
l’approche de [1] pour une variété riemannienne. En section 2, nous allons décrire le cadre de
cette étude que sont les équations différentielles stochastique sur variété et notamment quelles
hypothèses nous feront. Dans cette même section, nous adapterons l’article [7] sur variété qui
nous permettra de généraliser le théorème de [1]. Dans la section 3, nous présenterons une
méthode de calcul par l’intermédiaire d’arbre planaire exotique afin d’appliquer ce théorème et
d’obtenir un intégrateur d’ordre 2 pour la méthode invariante, dans l’esprit de [14, 15]. Enfin, la
section 4 sera consacrée à la confirmation des résultats et à leurs applications par des expériences
numériques.

2 Cadre d’étude

2.1 Équation différentielle stochastique sur variété riemannienne

Pour v P TM, on note |v| � a
gpv, vq sa norme riemannienne. Fixons un point o P M. On

note r � dpo, �q la fonction distance riemannienne. Elle est 1-Lipschitz et son carré est lisse sur
MzCuto.

3



On note C8
c pMq, l’ensemble des fonctions lisse à support compact. Pour φ P C8

c pMq, on
note dφ sa différentielle et |dφ| sa norme riemannienne. On note vrφspxq ou encore v � φpxq la
différentielle dφpxq�v de φ dans une direction v P TxM. On étend notre ensemble de fonction test
par C8

P pMq, l’ensemble des fonctions lisse dont toutes les dérivées sont à croissance polynômiale
qui satisfont les estimées de la forme��Edq r. . . Ed1rφs . . . s

�� pxq ¤ Cp1 � rpxqKq, pour q � 0, 1, . . .

Soit F �
D°

d�1
fdEd un champ de vecteur et sa décomposition dans le repère, on note F P XP pMq

si ses composantes sont Lipschitz, c’est-à-dire si
��dfd

�� ¤ C et si fd P C8
P pMq.

Afin d’assurer que l’équation (1.1) est bien posée et que la solution n’explose pas, nous allons
faire l’hypothèse suivante.
Hypothèse 2.1. — Les champs de vecteurs E1, . . . , ED sont lisses et bornés.

— Le champ de vecteur F est dans XP pMq.
— Lr2 ¤ ν � λr2 sur MzCuto pour des constantes λ P R et ν ¥ 1 où L est le générateur de

l’EDS (1.1) :

Lφ � F rφs �
Ḑ

d�1
EdrEdrφss.

Hypothèse 2.2. D’après [1], sous l’hypothèse 2.1, il existe une unique mesure invariante µ8 dont
la densité ρ8 est l’unique solution de l’équation

L�ρ8 � 0 (2.1)

où L� est l’opérateur adjoint de L dans L2pM,Rq.
Dans le cas de l’équation de Langevin, la formule est explicite, la densité ρ8 est proportion-

nelle à expp�V q. C’est la mesure de Gibbs (voir par exemple [18]).
Hypothèse 2.3. Pour toute fonction g P C8pM,Rq de moyenne nulle sur M, il existe une unique
fonction µ P C8pM,Rq telle que L�µ � g et

»
M

µpyqρ8pyqd volMpyq � 0.

Nous allons maintenant faire une hypothèse sur la régularité du semigroupe. Cette hypothèse,
proposé dans [2], est prouvable sous des hypothèses classiques sur Rd.
Hypothèse 2.4. Pour toute fonction φ P C8

P pMq, la fonction u : px, tq ÞÑ E rrφpXptqq|X0 � xss
appartient à l’ensemble C8pp0, T q, C8

P pMqq. C’est-à-dire que pour tout k ¥ 0 il existe C ¡ 0 et
κ ¥ 0 tels que pour tout x P M

sup
tPp0,T q

���Bk
t upt, xq

��� ¤ Cp1 � rκpxqq.

Ainsi par passage à la limite en t, on a, sous l’hypothèse 2.4 :

lim
tÑ8upt, xq � φpxq �

» 8

0
Lups, xqds. (2.2)

L’hypothèse suivante est un résultat d’ergodicité qui porte sur la convergence vers la mesure
invariante. On introduit la norme et la seminorme

}ψ}Ck � sup
j�pj1,...,jDq

0¤|j|¤k

sup
xPM

|Bjψpxq| et |ψ|Ck � sup
j�pj1,...,jDq

1¤|j|¤k

sup
xPM

|Bjψpxq| .
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Hypothèse 2.5. Il existe une constante λ telle que pour tout entier k il existe un polynôme Pk

tel que pour tout t ¥ 0 :������upt, �q �
»
M

φpyqρ8pyqd volMpyq
������

Ck

¤ Pkptqe�λt }φ}Ck . (2.3)

On introduit maintenant le développement de Taylor du semigroupe avec un reste à croissance
polynômiale.
Proposition 2.6. Sous l’hypothèse 2.4, pour toute fonction φ P C8

P pMq et h suffisamment
petit, on a le développement

uph, xq � φpxq �
p̧

j�1

hj

j! Ljφpxq � hp�1Rh
ppφ, xq

où
��Rh

ppφ, xq
�� ¤ Cp1 � rκpxqq.

Démonstration. Par la formule de Taylor avec reste intégrale, on a :

uph, xq � φpxq �
p̧

j�1

hj

j! Ljφpxq �
» t

0

ph� tqp
p! Bp�1

t upt, xqdt.

D’où, le reste vérifie

Rh
ppφ, xq �

h�1

p!

» t

0
pph� tq

h
q
p

Bp�1
t upt, xqdt,

���Rh
ppφ, xq

��� ¤ h�1

p!

» t

0
Cp1 � rpxqκqdt par l’hypothèse 2.4,���Rh

ppφ, xq
��� ¤ C

p!p1 � rpxqκq.

Ce qui conclut la preuve de la croissance du reste.

Définition 2.7. Une méthode numérique intrinsèque à un pas Xn est dite localement d’ordre
faible p si pour tout φ P C8

P pMq il existe C ¡ 0 telle que pour tout x P M et h suffisamment
petit, on a

|E rrφpX1q|X0 � xss � E rrφpXphqq|X0 � xss| ¤ Chp�1p1 � rκpxqq.
La méthode est dite d’ordre faible global p si pour tout φ P C8

P pMq il existe C ¡ 0 telle que
pour tout x P M et h suffisamment petit, on a

sup
n�0...N

|E rrφpXnq|X0 � xss � E rrφpXpnhqq|X0 � xss| ¤ Chp.

Introduisons enfin le développement de Taylor-Talay-Tubaro [27] de la méthode numérique,
ainsi qu’une hypothèse sur ses moments :
Hypothèse 2.8. Pour toute fonction φ P C8

P pMq et h suffisamment petit, on a le développement

Uph, xq :� E rrφpX1q|X0 � xss � φpxq �
p̧

j�1
hjAjφpxq � hp�1Rh

ppφ, xq

où ���Rh
ppφ, xq

��� ¤ Cp1 � rκpxqq |φ|C2N�2

et les Aj sont des opérateurs différentiels linéaires d’ordre 2j.
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Hypothèse 2.9. La méthode admet des moments à tout ordre :

sup
n�0...N

E rrrpXnqκ|X0 � xss ¤ CpT q.

2.2 Analyse de l’erreur pour la mesure invariante

On note pPtqt¥0 le semigroupe de transition associé au processus de Markov pXpt, xqqt¥0,xPM.
Autrement dit, pPtqt¥0 associe à ψ une fonction lisse sur M, l’unique solution v de" Btvpt, xq � Lvpt, xq

vp0, xq � φpxq.

Dans l’esprit de [7] et de [9], construisons un générateur modifié L̃ � L � °
l¥1
Ll tel que

Upx, hq�φpxq � °
j¥1

hj

j! L̃jφpxq. Alors L0 � A1 � L et Ll�1 � Al�2�
l�2°
j�2

1
j!

°
i1�����ij�n�2�j

Li1 � � �Lij

est un opérateur d’ordre 2pl � 1q � 2.

Théorème 2.10. . On se place sous les hypothèses 2.5 et 2.8. Soit φ P C8pM,Rq. Il existe
une suite pvlqlPN, telle que pour tout n P N :

$''&
''%

Btvnpt, xq � Lvnpt, xq �
n°

l�1
Llvn�lpt, xq

vnp0, xq �
"
φpxq si n � 0
0 sinon.

De plus, en notant pour tout N P N vN pt, xq �
N°

n�0
τnvnpt, xq,

��E ��
vN pt,X1q

��� vN pt� τ, xq��8 ¤ CNτ
N�1 sup

sPp0,τq
n�0,...N

}vnptj � s, xq}C4N�2 .

Démonstration. Pour n � 0, on pose v0 : pt, xq ÞÑ upt, xq. Supposons avoir construis v0, . . . , vn

et notons FN�1pt, xq �
n°

l�1
Llvn�lpt, xq. Alors par la formule de Duhamel,

vN�1pt, xq �
» t

0
Pt�sFN�1ps, xqds.

Montrons que l’hypothèse 2.5 implique que pour tout n P N, on a vn lisse et

}vnptq}Ck ¤ C }φ}Ck�4n . (2.4)

Le cas n � 0 est assuré par l’hypothèse 2.5. Supposons que la propriété soit vraie pour 0, . . . , n.
Comme Ll est d’ordre 2l � 2, on a, pour tout l � 1, . . . , n� 1,

}Llvn�1�lptq}Ck ¤ C }vn�1�lptq}Ck�2l�2

et par l’hypothèse de récurrence }vn�1�lptq}Ck�2l�2 ¤ C }φ}Cpk�2l�2q�4pn�1�lq c’est-à-dire

}Fn�1ptq}Ck ¤ C }φ}Ck�4pn�1q .
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On déduit de l’hypothèse 2.5,par inégalité triangulaire, que

}Pt�sFn�1psq}Ck ¤ Pkpt� sqe�λpt�sq }Fn�1psq}Ck

et que finalement
}vn�1ptq}Ck ¤ C }φ}Ck�4pn�1q .

D’où la preuve par récurrence.
Fixons t ¥ 0 et posons wn : ps, xq ÞÑ vnpt� s, xq. Alors elle vérifie$&

% Bswnps, xq � Lwnps, xq �
n°

l�1
Llwn�lps, xq

wnp0, xq � vnpt, xq.

Ainsi Bswnps, xq �
n°

l�0
Llwn�lps, xq,

B2
swnps, xq �

ņ

l�0
Ll

n�ļ

k�0
Lkwn�l�kps, xq �

ņ

k�0

¸
l1�l2�k

Ll1Ll2wn�kps, xq,

et par récurrence sur m, on a

Bm
s wnps, xq �

¸
l1�����lm�1�n

Ll1 . . . Llmwlm�1ps, xq.

En obserbvant que les Ll sont d’ordre 2l� 2 et qu’il n’y a pas de terme d’ordre 0, on obtient la
majoration

}Bm
s wnps, xq}8 ¤ C sup

k�0,...,n
|wkpsq|C2n�2m .

Par la formule de Taylor avec reste intégral à l’ordre 2N � n on a

wnpτ, xq �
2N�n¸
m�0

τm

m! B
m
s wnp0, xq �

» τ

0

pτ � sq2N�n

p2N � nq! B2N�n�1
s wnps, xqds

�
2N�n¸
m�0

τm

m!
¸

l1�����lm�1�n

Ll1 . . . Llmwlm�1p0, xq �R2N,npτ, xq,

où }R2N,npτq}8 ¤ Cτ2N�n�1 sup
sPp0,τq

k�0,...2N

}wkps, xq}C4N�2 � OpτN�1q. D’une part, on a

vN pt� τ, xq �
Ņ

n�0

2N�n¸
m�0

τm�n

m!
¸

l1�����lm�1�n

Ll1 . . . Llmwlm�1p0, xq �R2N pτ, xq

�
2Ņ

p�0
τp

p̧

m�0

1
m!

¸
l1�����lm�p�m�lm�1

Ll1 . . . Llmwlm�1p0, xq �R2N pτ, xq

�
2Ņ

p�0
τp

p̧

q�0

�
p�q̧

m�0

1
m!

¸
l1�����lm�p�q�m

Ll1 . . . Llm

�
wqp0, xq �R2N pτ, xq

�
2Ņ

p�0
τp

p̧

q�0
Ap�qwqp0, xq �R2N pτ, xq.
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D’autre part, on a
Ņ

n�0
τnAnv

N pt� τ, xq �
Ņ

n�0
τnAn

�
Ņ

q�0
τ qvqpt� τ, xq

�

�
Ņ

n�0

Ņ

q�0
τn�qAnvqpt� τ, xq

�
Ņ

q�0

N�q̧

p�0
τpAp�qvqpt� τ, xq

�
2Ņ

p�0
τp

p̧

q�0
p�q¤N

Ap�qwqp0, xq �R2N pτ, xq.

D’où

vN pt� τ, xq �
Ņ

n�0
τnAnv

N pt� τ, xq �
2Ņ

p�0
τp

p̧

q�0
p�q¡N

Ap�qwqp0, xq �R2N pτ, xq

�
2Ņ

p�N�1
τp

p�pN�1q¸
q�0

Ap�qwqp0, xq �R2N pτ, xq

et �����vN pt� τ, xq �
Ņ

n�0
τnAnv

N pt� τ, xq
����� ¤

CτN�1

�
�� sup

n�0,...N
}vnpt, xq}C4N � sup

sPp0,τq
k�0,...2N

}wkps, xq}C4N�2

�
�
.

Enfin en appliquant l’hypothèse 2.8 avec φ � vN ptq, on a

��E ��
vN pt,X1q

��� vN pt� τ, xq��8 ¤
�����E ��

vN pt,X1q
��� Ņ

n�0
τnAnv

N pt� τ, xq
�����
8

�
�����

Ņ

n�0
τnAnv

N pt� τ, xq � vN pt� τ, xq
�����
8

¤CNτ
N�1 sup

sPp0,τq
n�0,...N

}vnptj � s, xq}C4N�2 .

Toujours dans l’esprit de [7], nous allons construire une suite de mesure qui converge faible-
ment vers la mesure invariante de la méthode numérique.
Lemme 2.11. Sous les hypothèse 2.2, 2.3, 2.5 et 2.8, on se donne les suitespvnqnPN et

�
vN

�
NPN

définies dans le théorème 2.10. Il existe pρnqnPN telle que ρ0 � ρ8, et pour tout N ¥ 1 :»
M

ρN pyqd volMpyq � 0 et L�ρN �
Ņ

n�1
L�nρN�n.
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Démonstration. Montrons, par récurrence, l’existence de la suite pρnqnPN. Pour n � 0, on pose
ρ0 :� ρ8.

Supposons avoir construit ρ0, . . . , ρN qui vérifient ces conditions. Posons alors la fonction

GN�1 :�
N°

n�1
L�nρN�n. La fonction GN�1 est lisse et d’intégrale

»
M

GN�1pxqd volMpxq � �
Ņ

n�1

»
M

ρN�npxqLn1pxqd volMpxq � 0,

car Ln est un opérateur d’ordre 2n� 2.
Donc par l’hypothèse 2.3, on dispose de µN�1 P C8pM,Rq telle que L�µN�1 � GN�1 et»

M

µN�1pyqρ8pyqd volMpyq � 0, ce qui conclut la récurrence.

Théorème 2.12. Sous les hypothèse 2.2, 2.3, 2.5 et 2.8, on se donne les suites pvnqnPN et
pFnqnPN définies dans le théorème 2.10. Pour tout n, k P N, il existe un polynôme Pk,n tel que������vnpt, xq �

»
M

φpyqρnpyqd volMpyq
������ ¤ Pk,nptqe�λt }φ� xφy}Ck�4n .

Démonstration. Pour n � 0, on a v0 � u et ρ0 � ρ8 et par l’hypothèse 2.5, on a, pour tout
entier k

}u� xφy}Ck ¤ Pkptqe�λt }φ� xϕy}Ck .

Supposons que la propriété soit vraie aux rang 0, . . . , n. Notons

cn�1ptq �
n�1̧

m�0

»
M

vn�1�mpt, xqρmpxqd volMpxq.

Alors cn�1 est dérivable, de dérivée :

c1n�1ptq �
n�1̧

m�0

»
M

pBtvn�1�mpt, xqqρmpxqd volMpxq

�
n�1̧

m�0

»
M

pBtvmpt, xqqρn�1�mpxqd volMpxq

�
n�1̧

m�0

»
M

p
m̧

l�0
Lm�lvlpt, xqqρn�1�mpxqd volMpxq

�
n�1̧

m�0

m̧

l�0

»
M

vlpt, xqL�m�lρn�1�mpxqd volMpxq

�
n�1̧

l�0

»
M

vlpt, xq
�

n�1̧

m�l

L�m�lρn�1�mpxq
�
d volMpxq

�
n�1̧

l�0

»
M

vlpt, xq
�

n�1�l¸
r�0

L�rρn�1�r�lpxq
�
d volMpxq.
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Or par définition de L�ρn�1�r�l, on a
n�1�l°

r�0
L�rρn�1�r�l � 0, donc cn�1 est constante et

»
M

Btvn�1pt, xqρ8pxqd volMpxq � �
n�1̧

m�1

»
M

Btvn�1�mpt, xqρmpxqd volMpxq.

De plus, on va pouvoir calculer la moyenne de Fn�1 par rapport à la mesure ρ8

xFn�1ptqy �
»
M

Fn�1pt, xqρ8pxqd volMpxq

�
»
M

Btvn�1pt, xqρ8pxqd volMpxq �
»
M

Lvn�1pt, xqρ8pxqd volMpxq par le théorème 2.10

��
n�1̧

m�1

»
M

Btvn�1�mpt, xqρmpxqd volMpxq car L�ρ8 � 0

et calculer l’expression de la fonction vn�1

vn�1pt, xq �
» t

0
xFn�1psqy ds�

» t

0
Pt�s pFn�1ps, xq xFn�1psqyq ds

��
n�1̧

m�1

»
M

vn�1�mpt, xqρmpxqd volMpxq �
»
M

φpxqρn�1pxqd volMpxq

�
» t

0
Pt�s pFn�1ps, xq xFn�1psqyq ds.

Or on peux écrire

n�1̧

m�1

»
M

vn�1�mpt, xqρmpxqd volMpxq �

n�1̧

m�1

»
M

�
�vn�1�mpt, xq �

»
M

φpyqρn�1�mpyqd volMpyq
�

ρmpxqd volMpxq

car ρm est de moyenne nulle.
D’autre part, on a la majoration

}Fn�1psq � xFn�1psqy}Ck ¤
n�1̧

l�1
}Llvn�1psq � xLlvn�1psqy}Ck

¤Ck

n�1̧

l�1
}vn�1�lpsq � xvn�1�lpsqy}Ck�2l�2

¤Ck

ņ

l�0
}vlpsq � xvlpsqy}Ck�2pn�1�lq�2
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et finalement, la démonstration est terminé par

}vn�1pt, xq �
»
M

φpxqρn�1pxqd volMpxq}Ck

¤
n�1̧

m�1

������vn�1�mpt, xq �
»
M

φpyqρn�1�mpyqd volMpyq
������

Ck

»
M

|ρmpxq| d volMpxq

�
» t

0
pkpt� sqe�λpt�sq }Fn�1psq � xFn�1psqy}Ck ds

¤Pk,n�1ptqe�λt }φ� xφy}C4�4pn�1q ,

par récurrence et par l’hypothèse 2.5.

Enfin, on se donne la deuxième partie d’un lemme proposé dans [1] dont la première partie
est le lemme 2.11. Il s’agit du résultat central pour la démonstration du théorème 2.14 que nous
présenterons dans la sous-section suivante.

Lemme 2.13. Sous les mêmes hypothèses du lemme 2.11 et du théorème 2.12 et en notant

ρh
N �

N°
n�0

hnρn, il existe C ¡ 0 telle que

������
»
M

φpyqρhpyqd volMpyq �
»
M

φpyqρh
N pyqd volMpyq

������ ¤ ChN�1.

Démonstration. Majorons maintenant la différence entre E rrφpXpqss et la moyenne de φ par
rapport à la mesure ρh

N .

E rrφpXpqss�vN�1ptp, xq � E
��
vN�1p0, Xpq

��� vN�1ptp, xq

�E
��

p�1̧

j�0
E
��
vN�1ptj , Xp�jq � vN�1ptj�1, Xp�pj�1qq|Xp�pj�1q

����

�E
��

p�1̧

j�0
E
��
vN�1ptj , X1pXp�pj�1qqq � vN�1ptj�1, Xp�pj�1qq|Xp�pj�1q

����
.

Or

E
��
vN�1ptj , X1pXp�pj�1qqq � vN�1ptj�1, Xp�pj�1qq|Xp�pj�1q

��
¤ CNτ

N�2 sup
sPp0,τq

n�0,...N

}vnptj � s, xq}C4N�6 .

On en déduit que

E rrφpXpqss � vN�1ptp, xq ¤CNτ
N�2

p�1̧

j�0
sup

sPp0,τq
n�0,...N

}vnptj � s, xq}C4N�6

¤CNτ
N�2

p�1̧

j�0
QN ptjqe�λtj }φ}C8N�10
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¤CNτ
N�1 }φ}C8N�10 .

Puisque vN�1ptp, xq � vN ptp, xq � τN�1vN�1ptp, xq et }vN�1ptp, xq}C0 ¤ CN }φ}C4pN�1q , on a
finalement ��E rrφpXpqss � vN ptp, xq

�� ¤ CNτ
N�1 }φ}C8N�10 .

D’où, par inégalité triangulaire������E rrφpXpqss �
»
M

φpyqρh
N pyqd volMpyq

������
¤ ��E rrφpXpqss � vN ptp, xq

���
������vN ptp, xq �

»
M

φpyqρh
N pyqd volMpyq

������
¤ CNτ

N�1 }φ}C8N�10 �
Ņ

n�0
P0,N ptpqe�λtp }φ}C0�4n

¤
�
CNτ

N�1 � PN ptpqe�λtp

	
}φ}C8N�10 .

D’où le résultat par passage à la limite sur p.

2.3 Caractérisation algébrique de l’erreur pour la mesure invariante

Dans cette sous-section, nous terminons par la généralisation sur variété de la caractérisation
de l’ordre pour la mesure invariante issue de [1]. Elle nous permettra de construire des méthodes
d’ordre élevé dans la section suivante.

Théorème 2.14. On se place sous les hypothèses du lemme 2.13 et on se donne la suite pρnqnPN
définie dans le lemme 2.11. On considère l’équation différentielle stochastique (1.1) sur M vé-
rifiant les hypothèses 2.1 et 2.5 et résolu par une méthode numérique ergodique satisfaisant les
hypothèses 2.2 et 2.8 et

A�j ρ8 � 0 pour j � 2 . . . r.

Alors, elle est au moins d’ordre r pour la mesure invariante. Plus précisément l’erreur de la
mesure invariante epφ, hq vérifie pour tout φ P C8 et hÑ 0 :

epφ, hq � hr

» 8

0

»
M

upx, tqA�r�1ρ8pxqd volMpxq � Ophr�1q.

Démonstration. Par définition

epφ, hq � lim
NÑ8

1
N � 1

Ņ

n�0
φpXnq �

»
M

φpyqρ8pyqd volMpyq

et puisque pXnqnPN est ergodique,

lim
NÑ8

1
N � 1

Ņ

n�0
φpXnq �

»
M

φpyqρhpyqd volMpyq.
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Donc le théorème est prouvé si»
M

φpyqρhpyqd volMpyq �
»
M

φpyqρ8pyqd volMpyq�hr

» 8

0

»
M

upx, tqA�r�1ρ8pxqd volMpxq�Ophr�1q.

Par le lemme 2.11, on dispose de pρnqnPN telle que ρ0 � ρ8, et pour tout N ¥ 1
»
M

ρN pyqd volMpyq � 0 et L�ρN �
Ņ

l�1
L�l ρN�l.

De plus, ������
»
M

φpyqρhpyqd volMpyq �
»
M

φpyqρh
N pyqd volMpyq

������ ¤ ChN�1.

Par récurrence, pour tout n � 1, . . . , r � 1, on a L�ρn � A�nρ8 � L�nρ8 � 0 et ρn � 0. Ainsi

l’inégalité du lemme assure que

������
»
M

φpyqρhpyqd volMpyq �
»
M

φpyqρh
r pyqd volMpyq

������ ¤ Chr�1, or

ρh
r pyq � ρ8 � hrρr, d’où ������epφ, hq � hr

»
M

φpyqρrpyqd volMpyq
������ ¤ Chr�1

Par intégration de Btupt, xq � Lupt, xq, on a upt, xq � φpxq � ³t
0 Lups, xqds et par ergodicité

lim
tÑ8upt, xq �

»
M

φpyqρ8pyqd volMpyq.

Donc, en utilisant que ρr est de moyenne nulle :

»
M

φpxqρrpxqd volMpxq �
»
M

�
�»

M

φpyqρ8pyqd volMpyq �
» 8

0
Lups, xqds

�

ρrpxqd volMpxq

� �
»
M

» 8

0
Lups, xqρrpxqdsd volMpxq

� �
» 8

0

»
M

ups, xqL�ρrpxqd volMpxqds

�
» 8

0

»
M

ups, xqA�r�1ρ8pxqd volMpxqds,

où l’on a utilisé que L�ρr � A�r�1ρ8 comme dans la récurrence.

3 Nouvel intégrateur d’ordre 2 pour la méthode invariante
Nous allons nous interesser aux méthodes de flot gelé [2] et simplifier leurs conditions d’ordre

dans le cas de l’erreur pour la mesure invariante.
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Remarque 3.1. On considère l’équation différentielle : X 1ptq � GpXptqq. La méthode d’Euler
explicite repose sur l’approximation par différences finies :

X 1ptq � Xpt� δtq �Xptq
δt

devient Xn�1 � Xn � hGpXnq

Sur une variété, Xn � hGpXnq n’appartient pas forcément à la variété, car GpXnq vit dans
l’espace tangent en Xn.

On s’intéressera à des méthodes dites de flot gelé, généralisant les méthodes de groupes de
Lie [11] dans le cas de géométries quelconques avec l’aide de frame. On « gèle » le champ de
vecteurs : on résout

Y 1ptq � gdpXnqEdpY ptqq, Y p0q � Xn

et on pose Xn�1 � Y phq.
Remarque 3.2. Dans Rd, on retrouve Xn�1 � Xn � hgdpXnqEd.

Définition 3.3. Sur une variété, on note exp
�
hgdpXnqEd

� �Xn la solution, ce qui donne :

Xn�1 � exp
�
hgdpXnqEd

	
�Xn

où exp désigne une version généralisée de l’exponentielle, adaptée à la géométrie de la variété.

L’appellation exp vient du fait que nous résolvons un flot, mais on a même mieux.
Remarque 3.4. Sur la sphère (ou tout espace de matrice), le repère est de la forme Edpyq � Ady
et exp correspond à l’exponentielle matricielle

exp
��
hfdpXnq �

?
2hξd

n

	
Ed

	
Xn � Exp

��
hfdpXnq �

?
2hξd

n

	
Ad

	
Xn

Définition 3.5. La méthode la plus simple pour résoudre l’équation (1.1) est celle appelée
frozen flow Euler method :

Xn�1 � exp
��
hfdpXnq �

?
2hξd

n

	
Ed

	
Xn.

3.1 Développement de Talay-Tubaro pour l’ordre 1

Dans cette sous-section, nous allons donner une première idée des calculs en calculant
A�1µ8 � 0 même si nous imposerons par la suite A1 � L pour avoir la consistance de notre
méthode.

Considérons la méthode générale proche de celle d’Euler

Xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�
αhfdpXnq � β

?
hξd

n

	
Ed

�
Xn

et φ une fonction test.

On a alors φpXn�1q � exp
�

D°
d�1

�
αhfdpXnq � β

?
hξd

n

�
Ed



� φpXnq. On admettra ce résul-

tat présenté dans [2].
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Remarque 3.6. Nous introduirons juste après la définition de l’opération �, mais il est important
de noter que si X,Y sont deux champs de vecteurs et x, y deux points de M alors y � pY �Xqx
donne, pour toute fonction test ϕ,

ϕpyq � pX � Y q � ϕpxq.

En effet, sur les points de M, il s’agit d’une composition, on applique d’abord X à x puis Y au
résultat, cependant, sur ϕ, il s’agit d’une dérivation, d’abord dans la direction de X puis dans
celle de Y .

On fait apparaitre une différentielle d’ordre 1 nous allons introduire une notion de diffé-
rentielle d’ordre supérieur qui dépend de la géométrie de la variété et ne peut pas être définie
de la même manière que dans un espace plat. Remarquons que sur Rd, on a d2ϕ � pX,Y q �
pϕ1 �Xq1 � Y � ϕ1 � pX 1 � Y q.
Définition 3.7. On définit la Hessienne de ϕ dans les directions des champs de vecteurs ”X
puis Y ” :

pX � Y q � ϕppq :�X � pY � ϕqppq � pX � Y q � ϕppq
�d pdϕppq � Y ppqq �Xppq � dϕppq � rpdY dppq �XppqqEdppqs.

Le premier, le deuxième et le quatrième � correspondent à la dérivation d’une fonction par
un champs de vecteurs, définie dans la sous-section 2.1. Définissons maintenant le troisième entre
deux champs de vecteurs.

Définition 3.8. On définit l’opérateur par linéarité sur les composantes, c’est-à-dire pour X et
Y � Y dEd deux champs de vecteurs sur M, on a

pX � Y q :� pX � Y dqEd.

Il s’agit d’une connexion affine, objet que nous définirons plus en détails en 3.16 dans la sous-
section 3.3, la connexion de Weitzenböck.

L’opération pX �Y q induit une structure d’algèbre d’opérateurs différentiels comme présenté
dans la reformulation algébrique de l’extension post-Lie d’une opération sur l’espace des opéra-
teurs différentiels [24, 8].

Définition 3.9. On définit l’exponentielle d’un opérateur G sur M par

exppGq :� id �G� 1
2pG �Gq �

8̧

n�3

1
n!pG

n� Gq.

Nous pouvons alors effectuer un développement de Taylor à l’ordre 1 :

φpXn�1q � φpXnq�
?
hβξd

nEd � φpXnq�h
�
αfdpXnqEd � β2

2

�
ξd

n

	2
pEd � Edq



� φpXnq�h

3
2Rh,

où E
��
|Rh|2

��
¤ C.
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3.2 Représentation algébrique pour l’ordre faible

Pour simplifier les notations et introduire des techniques de calculs différentiels plus efficace,
on va représenter nos termes différentiels par des forêts planaires exotiques de Butcher, dans
l’esprit du travail [2] généralisant les B-séries standards [3, 9, 4] au cas stochastique sur variété.

Définition 3.10. Un arbre planaire décoré pπ, αq est la donnée d’un graphe connexe et orienté
π dont chaque noeud a une arrête sortante à l’exception d’un seul nommé la racine et une
application α de π dans un ensmble de décoration D. Un ensemble ordonné, potentiellement
vide, d’arbres planaires décorés est appelé une forêt planaire décorée.

Une forêt exotique est une forêt planaire décorée avec les décorations D � t
uYN�, qui suit
les règles suivantes : si un entier naturel est utilisé comme une décoration alors il doit décorer
exactement deux feuilles. Deux arbres exotiques pπ1, α1q et pπ2, α2q sont identiques si π1 � π2
et s’il existe une application ψ : D ÞÑ D tel que ψp
q � 
, ψ|N est un automorphisme de N et
α1 � ψ � α2.

On étend cette définition aux combinaisons linéaires de forêts exotiques pour construire
l’espace vectoriel des forêts exotiques EF .

Définition 3.11. On définit l’opérateur linéaire F sur EF telle que
— Fp q � F

— Fp 1 q � Ed1

— Fpπ1π2q � Fpπ1q � Fpπ2q
— Fprπ1, . . . , πns q � pFpπ1q � . . . � FpπnqqrF s où rπ1 . . . πns désigne l’arbre de racine et de

feuilles, dans l’ordre, π1, . . . , πn.

Exemple 3.12. Considérons un exemple que nous allons construire dans le prochain paragraphe.

fkpEd2 � f jqppEk � Ed1q � f iqppEd1 � Ei � Ed2 � Ejq � ϕq est représenté par 1
1

2
2
.

Constructions des forêts exotiques planaires On commence par factoriser les termes
différentiels par concaténation pour obtenir des produits de différentiels d’une seule fonction.
Exemple 3.13.

pEd � ppEd � f jqEjqq � ϕ � pEd � f jqppEd � Ejq � ϕq.
Dans une étude postérieure, nous aborderons le cas où la factorisation se fait par la règle du

dérivation d’un produit :

pEd � ppEd � f jqEjqq � ϕ � pEd � f jqppEd � Ejq � ϕq � ppEd � Edq � f jqpEj � ϕq.

Puis on indice nos termes selon la convention :
— les termes issus du potentiel fdEd sont indicés par des lettres : f iEi,
— les termes probabilistes possédent un produit de puissances paires de gaussiennes, on les

séparent en produit de carrés de gaussiennes et on numérote chaque paire : pξd1q2pEd1 �Ed1q.
Lemme 3.14. Revenons brièvement un résultat mentionné plus haut et présent dans [12] : les
termes probabilistes possédent un produit de puissances paires de gaussiennes, on les séparent
en produit de carrés de gaussiennes. Les moments paires d’une gaussienne sont E

��
ξ2k

�� �
p2kq!
2kk! . Prenons 2k chaussettes identiques et faisons des paires : pour la première chaussette de la
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première paire, on a 2k choix, pour la deuxième chaussette, on a 2k � 1 choix et ainsi de suite,
on a en tout p2kq! choix. Puisque les chaussettes sont identiques, pour chaque paire, on peut
inverser les chaussettes donc il faut diviser par 2 k fois, de plus chaque paire étant identique, il
faut diviser par le nombre de permutation des k paires de chaussettes. On retrouve alors E

��
ξ2k

��
.

Un fois indicés selon cette convention, il suffit de suivre les indications : on commence par
prendre le terme de φ et on écrit dans l’ordre un point noir pour les lettres et le numéro pour
les termes numérotés. Pour notre exemple 3.12, on a alors 1 2 . Ensuite, pour chaque point
noir représentant El, on lui attache la forêt associé à f l. Dans l’exemple, le point de Ej devient
2 et celui de Ei devient 1 , ce dernier introduit un nouveau point associé à Ek dont le terme
fk n’est pas dérivé donc l’arbre est terminé.

Définition 3.15. On définit l’ordre d’une forêt π par

|π| � Cardt dans πu � Cardt 1 1 dans πu
Ainsi l’ensemble des forêts associées à l’ordre n dans le developpement de Taylor est l’ensemble
des forêts d’ordre n.

On a déjà vu l’ordre 1 : 1 1 et . Pour l’ordre 2, on a 11 forêts :

1 1 1
1 1

1
1 1 1 1 1 1 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2 1

Et pour l’ordre 3 on a 95 forêts.

3.3 Intégration par partie sur variété pour la mesure invariante

On se réferera à [23] et à [16] pour les preuves de cette sous-section.

Définition 3.16. Soit M une variété lisse et XM l’ensemble des champs de vecteurs tangents
lisse sur M. Alors une connexion affine sur M est une application bilinéaire pXMq2 Ñ XM :
pX,Y q ÞÑ ∇XY vérifiant, pour toutes fonction lisse f sur M et tous pX,Y q P pXMq2 :

— ∇fXY � f∇XY , c’est-à-dire que ∇ est C8pM,Rq linéaire en la première variable.
— ∇XpfY q � pX � fqY �f∇XY , c’est-à-dire que ∇ satisfait la règle de dérivation de Leibniz

en la seconde variable.

Définition 3.17. Soit pM, gq une variété riemannienne. Une connexion affine ∇ sur est appelée
une connexion de Levi-Civita si

— elle préserve la métrique, c’est-à-dire ∇g � 0
— elle est sans torsion, c’est-à-dire, pour tous pX,Y q P pXMq2, on a ∇XY �∇Y X � rX,Y s,

où rX,Y s est le crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y .

Remarque 3.18. La condition ∇g � 0 est équivalente à Z � gpX,Y q � gp∇ZX,Y q � gpX,∇ZY q
et la preuve de cette équivalence est présente dans [13].

Théorème 3.19. Soit pM, gq une variété riemannienne. Il existe une unique connexion de
Levi-Civita.

Remarque 3.20. On définit la courbure d’une connexion affine par RpX,Y qZ � ∇X∇Y Z �
∇Y ∇XZ � ∇rX,Y sZ pour tous pX,Y, Zq P pXMq3. La courbure d’une variété riemannienne est
lié à celle de la connexion de Levi-Civita. La connexion de Weitzenböck est, elle, de courbure
nulle mais de torsion non nulle, c’est-à-dire ∇XY � ∇Y X � rX,Y s � 0.
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Théorème 3.21. La formule de Koszul assure que pour la connexion de Levi-Civita :

2gp∇XY, Zq � X
�
gpY, Zq��Y �gpZ,Xq��Z�gpX,Y q��gprX,Y s, Zq�gprY,Zs, Xq�gprX,Zs, Y q

Lemme 3.22. Soient pM, gq une variété riemannienne, f une fonction lisse sur M et v un
champs de vecteurs tangents lisse sur M. Pour la mesure volume sur M, on a»

M

df � vd volM � �
»
M

f divpvqd volM .

Définition 3.23. Pour tout champs de vecteurs tangents lisse H, la divergence est défini par :

divpHq � gp∇Ed
H,Edq.

Théorème 3.24. Soient pM, gq une variété riemannienne, f et g deux fonctions lisses sur M
et pE1, . . . Edq un repère orthonormale de M. Considérons un potentiel lisse V sur M. On note
alors dµ la mesure expp�V qd volM. L’intégration par partie par rapport à la mesure dµ assure
que : »

M

fppEi � Eiq � gqdµ � �
»
M

Eirf sEirgsdµ�
»
M

fF rgsdµ.

Démonstration. Dans un premier temps, on va se ramener au cas du lemme 3.22 :»
M

fppEi � Eiq � gqdµ �
»
M

fpdpdg � Eiq � Eiqdµ

�
»
M

dpdg � Eiq � pfe�V Eiqd volM

��
»
M

Eirgsdivpfe�V Eiqd volM

��
»
M

Eirgs pf divpEiq � df � Ei � fdV � Eiq e�V d volM

��
»
M

Eirf sEirgsdµ�
»
M

fEirgspdivpEiq � EirV sqdµ.

Rappelons que par définition F � �∇V �∇Ed
Ed, ainsi F � �EirV sEi�gp∇Ed

Ed, EiqEi par or-
thonormalité de la base pE1, . . . , EDq. Le théorème est donc montré si divpEiq � �gp∇Ed

Ed, Eiq,
or par définition de la divergence divpHq � gp∇Ed

H,Epq pour tout champs de vecteurs tangents
lisse H. La formule de Koszul appliquée à X � Z � Ed et Y � Ei assure que

2gp∇Ed
Ei, Edq �Ed

�
gpEi, Edq

�� Ei

�
gpEd, Edq

�� Ed

�
gpEd, Eiq

�
� gprEd, Eis, Edq � gprEi, Eds, Edq � gprEd, Eds, Eiq

�2gprEd, Eis, Edq.

De même 2gp∇Ed
Ed � Eiq � �2gprEd, Eis, Edq. D’où le résultat attendu.
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Exemple 3.25. Revenons sur l’ordre 1. Par intégration par partie»
M

ppEd � Edq � ϕqρ8dvolM � �
»
M

fdpEd � ϕqρ8dvolM.

Donc, si α � β2

2 , on a alors A1 � α
�
fdpXnqEd � pEd � Edq

�
et A�1ρ8 � 0.

Proposition 3.26. On va cependant imposer un ordre 1 pour la convergence faible et α � β2

2 � 1
afin d’obtenir la consistance de notre méthode.

Définition 3.27. Donnons une notion d’arbre irréductible : par intégration par partie, on a»
M

fdpEd � ϕqρ8d volM � �
»
M

pEd � fdqϕρ8d volM �
»
M

fdfdϕρ8d volM .

Or aucun de ces deux termes ne respectent la convention d’écriture de nos forêts, le premier car
Ed dérive le fd qui lui est associé et le second car on a deux fd sans Ed. On considére alors les
forêts dont la racine à gauche est un point noir comme irréductible.

L’objectif de notre méthode est d’écrire les forêts non irréductibles comme combinaison
linéaire de forêts irréductibles et d’annuler les coefficients associés.

Définition 3.28. On dit que deux combinaisons linéaires de forêts exotiques sont faiblement
équivalentes et on note π1 � π2 si»

M

Fpπ1qrϕsρ8d volM �
»
M

Fpπ1qrϕsρ8d volM pour toute ϕ P C8
P pMq.

Proposition 3.29. Si 1 π est une forêt alors on obtient son intégration par partie en greffant
1 à gauche de chaque de π et en ajoutant la forêt obtenu en remplaçant l’unique 1 de π par .

Remarque 3.30. Il s’agit simplement de déplacer la dérivation de ϕ dans la direction Ed sur
chaque fonction f i et de rajouter le terme issu de la divergence.
Exemple 3.31. Par cette proposition, on a

1
1 � �p 1 1 � q et 1

1
2

2 � �p 1 1
2

2 �
1

1
2

2 � 1
2

1 2 � 2
2 q.
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Forêt Intégration par partie

irréductible
1 1 irréductible

irréductible
1

1 irréductible

1
1 �p � 1 1 q

1 1 irréductible

1 1 �p � 1
1 q

1 1 �p � 1
1 q � � 1 1 �

2 2 1 1 � 1 1

2 1 2 1 � 1 1 � � 1
1

1 2 2 1 � 1 1 � � � 1 1

Table 1 – Relation d’équivalence faible entre les forêts exotiques d’ordre 2 par intégration par partie

Ainsi, en notant A2ϕ � a1 � a2
1 1 � a3 � a4

1
1 � a5 1

1 � a6 1 1 � a7 1 1 � a8 1 1 �
a9 2 2 1 1 � a10 2 1 2 1 � a11 1 2 2 1 , l’intégration par parties des termes réductibles assurent que

ϕA�2µ8 � rpa1 � a5 � a8 � a11q � pa2 � a5 � a8 � a11q 1 1 � pa3 � a7 � a8 � a10 � a11q
� pa4 � a7 � a10q 1

1 � pa6 � a9q 1 1 sµ8.

Les conditions d’intégration par parties imposent alors$''''&
''''%

a1 � a2
a6 � a9
a4 � a10 � a7
a1 � a8 � a5 � a11
a3 � a11 � a4 � a8

Pour l’ordre 3, il y a 40 irréductibles ce qui donne un système de 40 équations à 95
inconnues.

3.4 Nouvelle méthode d’ordre 2

Dans l’esprit des méthodes de Crouch-Grossmann et commutator-free pour les EDOs [6, 25,
5, 26], on considère la classe de méthodes générale issue de [2] :

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�
αhfdpXnq � β

?
hξd

n

	
Ed

�
Xn

Xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�
α2hf

dpXnq � γ2hf
dpHnq � β2

?
hξd

n

	
Ed

�

exp
�

Ḑ

d�1

�
α1hf

dpXnq � γ1hf
dpHnq � β1

?
hξd

n

	
Ed

�
Xn,
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Le développement de Taylor de cette méthode à l’ordre 1 impose les deux conditions :
α1 � γ1 � α2 � γ2 � 1 et pβ1�β2q2

2 � 1. Pour l’ordre 2, on a l’expression des coefficients, avec la
certaines valeurs numériques issues de l’ordre 1 :

Forêt Coefficient Expression

a1 αpγ1 � γ2q
1 1

a2
1
2pγ1 � γ2qβ2

a3
1
2pα1 � γ1 � α2 � γ2q2 � 1

2
1

1 a4
1
2βpγ1β1 � 2γ1β2 � γ2β2q

1
1

a5
1
2βpγ1β1 � 2γ2β1 � γ2β2q

1 1 a6
1
6
�pα1 � γ1qpβ2

1 � 3β1β2 � 3β2
2q � pα2 � γ2qβ2

2
�

1 1 a7
1
6
�pα1 � γ1qpβ2

1 � 3β1β2q � pα2 � γ2qp3β1β2 � β2
2q
�

1 1 a8
1
6
�pα1 � γ1qβ2

1 � pα2 � γ2qp3β2
1 � 3β1β2 � β2

2q
�

2 2 1 1 a9
pβ1�β2q4

24 � 1
6

2 1 2 1 a10
pβ1�β2q4

24 � 1
6

1 2 2 1 a11
pβ1�β2q4

24 � 1
6

Table 2 – Expression des coefficients des forêts par les coefficients de la méthode

Le système d’équation des ordres 1 et 2 devient alors, en multipliant par 2 ou 6 pour simplifier
les fractions :$''''''''''&
''''''''''%

α1 � γ1 � α2 � γ2 � 1
pβ1 � β2q2 � 2
2α pγ1 � γ2q � β2 pγ1 � γ2q
β2

2 pα2 � γ2q � pα1 � γ1q
�
β2

1 � 3β1β2 � 3β2
2
� � 1

3β pβ1γ1 � 2β2γ1 � β2γ2q � 1 � pα1 � γ1q
�
β2

1 � 3β1β2
�� pα2 � γ2q

�
3β1β2 � β2

2
�

6α pγ1 � γ2q � β2
1 pα1 � γ1q � pα2 � γ2q

�
3β2

1 � 3β1β2 � β2
2
� � 3β pβ1γ1 � 2β1γ2 � β2γ2q � 1

3β pβ1γ1 � 2β2γ1 � β2γ2q � β2
1 pα1 � γ1q � pα2 � γ2q

�
3β2

1 � 3β1β2 � β2
2
� � 4

(3.1)
Remarque 3.32. La troisième equation 2α pγ1 � γ2q � β2 pγ1 � γ2q est équivalente à 2α � β2

quand γ1 � γ2 � 0. Si on impose la condition supplémentaire γ1 � γ2 � 0, le calcul formel assure
que le système 3.1 n’admet aucune solution. Ainsi le premier étage

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�
αhfdpXnq � β

?
hξd

n

	
Ed

�
Xn

est nécessairement la méthode d’Euler, au temps β2h
2 (quitte à remplacer β par |β| par symétrie

de la variable aléatoire ξd
n).

Simplifions ce système. Dans le cas f � 0, la méthode devient

Xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�
β2
?
hξd

n

	
Ed

�
exp

�
Ḑ

d�1

�
β1
?
hξd

n

	
Ed

�
Xn,
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avec pβ1 � β2q2 � 2. Imposons alors β2 � 0 pour n’avoir qu’une seule exponentielle et β1 �
?

2
pour retrouver la méthode d’Euler, dans le cas f � 0. La résolution du système (3.1) avec β2 � 0
et β1 �

?
2 par calcul formel offre une solution paramétrée par β :#

α � β2

2 , α1 � 1
2 , α2 �

β
�
β � 2

?
2
�� 2

2β
�
β � 2

?
2
� , β1 �

?
2, β2 � 0, γ1 � 0, γ2 � � 1

β
�
β � 2

?
2
�
+

Remarquons que seuls trois coefficients dépendent de β et que α2 � γ2 est constant égale à
1
2 . Pour choisir une valeur de β, on va chercher à prendre des coefficients positifs et de taille
raisonnable. Pour simplifier les expressions, on va prendre β de la forme

?
2β̃.

�2 �1 1 2 3 4

�6

�4

�2

2

4

6

x � 1x � �1

x

y

βp?2xq � x

γ2p
?

2xq � � 1
2xpx�2q

αp?2xq � x2

α2p
?

2xq � xpx�2q�1
2xpx�2q

Figure 2 – Graphes des coefficients de la méthodes en fonction de
?

2β.

L’étude des coefficients assure que tous les coefficients positifs si et seulement si β � ?
2.

Dans la suite, nous prendrons uniquement la méthode pour β � ?
2 mais nous mentionnons

également celle pour β � �?2 dont les coefficients sont raisonnables.

α α1 α2 β β1 β2 γ1 γ2

1 1
2

0
?

2 ?
2 0 0

1
2

2
3 �?2 �1

6

Table 3 – Présentation des valeurs des coefficients pour deux méthodes.

Théorème 3.33. La méthode numérique intrisèque

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�
hfdpXnq �

?
2hξd

n

	
Ed

�
Xn

Xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�
h

2 f
dpHnq



Ed

�
exp

�
Ḑ

d�1

�
h

2 f
dpXnq �

?
2hξd

n



Ed

�
Xn,

est d’ordre 1 faible et d’ordre 2 pour la méthode invariante.
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hfpXnq �
?

2hξh
2 fpXnq �

?
2hξ

h
2 fpHnq h

2 fpHnq

Xn

Hn

Xn�1

Figure 3 – Étapes de la nouvelle méthode d’ordre 2

3.5 Deuxième nouvelle méthode d’ordre 2
Revenons au système d’équations 3.1, nous allons le simplifier d’une manière différente. Au

lieu de prendre β2 � 0 et β1 � ?
2 pour retrouver la méthode d’Euler, ce qui correspond à

mettre le terme aléatoire seulement dans le premier pas de la méthode, nous allons partager
équitablement le bruit entre les deux pas. La résolution du système (3.1) avec β1 � β2 par
calcul formel offre deux solutions paramétrées par β, une avec β1 � β2 �

?
2

2 et l’autre avec
β1 � β2 � �

?
2

2 . Nous garderons la première :#
α � β2

2 , α1 � β2 � 3
?

2β � 1
6β

�
β � 2

?
2
� , α2 � 5β2 � 9

?
2β � 5

6β
�
β � 2

?
2
� , β1 � β2 �

?
2

2 , γ1 �
?

2β � 1
6β

�
β � 2

?
2
� , γ2 � �

?
2β � 5

6β
�
β � 2

?
2
�
+

Remarquons que cinq coefficients dépendent de β et que α2�γ2 est constant égale à 5
6 . Pour

choisir une valeur de β, on va chercher à prendre des coefficients positifs et de taille raisonnable.
Pour simplifier les expressions, on va prendre β de la forme

?
2β̃.

�1 1 2 3

�2

�1

1

2

x

y

Figure 4 – Graphes des coefficients de la méthodes en fonction de
?

2β.
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D’après l’étude des coefficients, tous les coefficients sont positifs si et seulement si β P�?
29�?31

10 ,
?

2
2

�
. Nous allons retenir deux valeurs de β :

?
2 et

?
2

2 . La première correspond
au fait que le premier étage de la méthode est Euler mais son coefficient γ1 est négatif et la
seconde valeur est celle dont les coefficients sont positifs et minimaux.

α α1 α2 β β1 β2 γ1 γ2
1 1

4
1
4

?
2 ?

2
2

?
2

2

�1
12

7
12

1
4

1
6

1
6

?
2

2 0 2
3

Table 4 – Présentation des valeurs des coefficients pour deux méthodes.

On ne considérera alors uniquement la méthode pour β �
?

2
2 .

Théorème 3.34. La méthode numérique intrisèque

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�
h

4 f
dpxnq �

?
2h
2 ξd

n

�
Ed

�
xn

xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�
h

6 f
dpxnq � 2h

3 fdpHnq �
?

2h
2 ξd

n

�
Ed

�

exp
�

Ḑ

d�1

�
h

6 f
dpxnq �

?
2h
2 ξd

n

�
Ed

�
xn,

est d’ordre 1 faible et d’ordre 2 pour la méthode invariante.

h
4 f

dpXnq �
?

2h
2 ξd

n

h
6 f

dpXnq �
?

2h
2 ξd

n

h
6 f

dpxnq � 2h
3 f

dpHnq �
?

2h
2 ξd

n h
6 f

dpXnq � 2h
3 f

dpHnq �
?

2h
2 ξd

n

Xn Hn

Xn�1

Figure 5 – Étapes de la nouvelle méthode d’ordre 2

4 Une méthode avec postprocesseur d’ordre 2 pour la mesure
invariante

On considère un postprocesseurs X ÞÑ X, construit comme une perturbation de l’identité
avec le développement suivant.
Hypothèse 4.1. Pour toute fonction φ P C8

P pMq et h suffisamment petit, on a le développement

E
��
φpXq|X�� � φpXq �

p̧

j�1
hjAjφpXq � hp�1Rh

ppφ,Xq.
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Dans l’esprit des méthodes avec postprocesseurs [28], on considère la classe de méthodes
générale issue de type Leimkuhler-Matthews [17] :

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�
αhfdpxnq � β

?
hξd

n

	
Ed

�
xn

xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�
α2hf

dpxnq � γ2hf
dpHnq � β2

?
hξd

n

	
Ed

�

exp
�

Ḑ

d�1

�
α1hf

dpxnq � γ1hf
dpHnq � β1

?
hξd

n

	
Ed

�
xn

xn � exp
�
σ
?
hξd

nEd

	
xn.

On cherche à construire une méthode moins coûteuse avec une seule évaluation en fd. Ainsi
on impose

α � α1 � α2 � 0.
Le développement de Taylor de cette méthode à l’ordre 1 impose les deux conditions :

γ1 � γ2 � 1 et pβ1�β2q2
2 � 1. Pour l’ordre 2, on a l’expression des coefficients, avec la certaines

valeurs numériques issues de l’ordre 1 :

Forêt Coefficient Expression

a1 0
1 1

a2
1
2pγ1 � γ2qβ2

a3
1
2pγ1 � γ2q2 � 1

2
1

1 a4
1
2βpγ1β1 � 2γ1β2 � γ2β2q

1
1

a5
1
2βpγ1β1 � 2γ2β1 � γ2β2q

1 1 a6
1
6
�
γ1pβ2

1 � 3β1β2 � 3β2
2q � γ2β

2
2
�

1 1 a7
1
6
�
γ1pβ2

1 � 3β1β2q � γ2p3β1β2 � β2
2q
�

1 1 a8
1
6
�
γ1β

2
1 � γ2p3β2

1 � 3β1β2 � β2
2q
�

2 2 1 1 a9
pβ1�β2q4

24 � 1
6

2 1 2 1 a10
pβ1�β2q4

24 � 1
6

1 2 2 1 a11
pβ1�β2q4

24 � 1
6

Table 5 – Expression des coefficients des forêts par les coefficients de la méthode

Lemme 4.2. On se place sous certaines hypothèses techniques. [28] On considère l’équation
différentielle stochastique (1.1) sur M et résolu par une méthode numérique consistante et er-
godique avec postprocesseurs satisfaisant

A�j ρ8 � 0 pour j � 2 . . . p,

Aj � cjLj pour j � 1 . . . p� 1
et

pAp�1 � rL, Apsq�µ8 � 0.
Alors, elle est au moins d’ordre p� 1 pour la mesure invariante.
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Proposition 4.3.

rL, A1sϕ � σ2

2

�
1 1 � 1 1 � 2 1

1 � 1 1
	
.

Proposition 4.4. Toute solution de$''''&
''''%

a1 � a2 � σ2

a6 � 3σ2 � a9
a4 � a10 � a7
a1 � a8 � a5 � 3σ2 � a11
a3 � a11 � a4 � a8 � 3σ2

est solution de
pA2 � rL, A1sq�µ8 � 0.

Le système d’équation des ordres 1 et 2 devient alors, en multipliant par 2 ou 6 pour simplifier
les fractions :$''''''''''&

''''''''''%

γ1 � γ2 � 1,
pβ1 � β2q2 � 2,
β2 pγ1 � γ2q � σ2 � 0,
β2

2γ2 � γ1
�
β2

1 � 3β1β2 � 3β2
2
�� 3σ2 � 1,

3β pβ1γ1 � 2β2γ1 � β2γ2q � 1 � γ1
�
β2

1 � 3β1β2
�� γ2

�
3β1β2 � β2

2
�
,

β2
1γ1 � γ2

�
3β2

1 � 3β1β2 � β2
2
� � 3β pβ1γ1 � 2β1γ2 � β2γ2q � 3σ2 � 1,

3β pβ1γ1 � 2β2γ1 � β2γ2q � β2
1γ1 � γ2

�
3β2

1 � 3β1β2 � β2
2
�� 3σ2 � 4

(4.1)

Proposition 4.5. Le système (3.1) avec par calcul formel offre 4 solutions.

β β1 β2 γ1 γ2 σ

?
2

2
3
?

2
4

?
2

4 �1
4

5
4

?
2

2

�?2
2�?2

2
�3

?
2

4
�?2

4
?

2
2

Table 6 – Présentation des valeurs des coefficients des 4 solutions de (4.1).

Proposition 4.6. Toute les solutions partagent un coefficient γ1 � �1
4   0 mais une seule a

ses autres coefficients positifs :"
β �

?
2

2 , β1 � 3
?

2
4 , β2 �

?
2

4 , γ1 � �1
4 , γ2 � 5

4 , σ �
?

2
2

*
.

Remarque 4.7. Deux de ses coefficients sont absolument plus grand que 1, ce qui pourrait induire
des instabilités sur la méthode.

Théorème 4.8. La méthode numérique intrinsèque avec postprocesseurs

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�?
2h
2 ξd

n

�
Ed

�
xn
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xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�
5h
4 fdpHnq �

?
2h
4 ξd

n

�
Ed

�

exp
�

Ḑ

d�1

�
�h4 f

dpHnq � 3
?

2h
4 ξd

n

�
Ed

�
xn

xn � exp
�?

2h
2 ξd

NEd

�
xn.

est d’ordre 1 faible et d’ordre 2 pour la méthode invariante.

?
2h
2 ξd

n�h
4 f

dpHnq � 3
?

2h
4 ξd

n

5h
4 f

dpHnq �
?

2h
4 ξd

n

hfdpHnq

?
2h
2 ξ̃d

n

Xn

Hn

Xn�1

X̃N

Figure 6 – Étapes de la nouvelle méthode d’ordre 2

Remarque 4.9. Pour M � RD, on retrouve

Hn �xn �
Ḑ

d�1

?
2h
2 ξd

ned

xn�1 �xn �
Ḑ

d�1
hfdpHnqed �

?
2hξd

ned

xn �xn �
?

2h
2 ξd

Ned.

On retrouve exactement la méthode pour θ � 0 proposée dans [28].

5 Méthodes de type Runge-Kutta-Munthe-Kaas

5.1 Réduction générale des méthode de type Couch-Grossman

On s’intéresse maintenant aux méthodes ne comportant qu’une seule exponentielle et uti-
lisant des commutateurs. Pour cela, nous donnerons une formule générale pour réduire une
méthode comportant deux exponentielle en une méthode avec commutateurs dont les termes
d’ordre inférieur à 2 sont égaux.

Définition 5.1. On appelle commutateur ou encore crochet de deux champs de vecteurs X �
XdEd et Y � Y dEd l’élément de l’algèbre tensorielle défini par l’opération � :

rY,Xs �Y �X �X � Y
�Y iXjpEi � Ej � Ej � Eiq.

Afin d’alléger les notations dans la suite nous noterons, exclusivement pour Y et X, Y X pour
désigner Y �X. Ainsi rY,Xs � Y X �XY .
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On part d’une méthode générale de la forme xn�1 � exppY q exppXqxn et on la réécrit sous
la forme xn�1 � expppY � Xq � Zqxn où Z est une combinaison linéaire de crochets itérés de
X � XdEd et de Y � Y dEd. Dans un premier temps on s’interesse à la forme générale de nos
méthodes d’ordre 2 pour la mesure invariante :

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�
αhfdpxnq � β

?
hξd

n

	
Ed

�
xn

xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�
α2hf

dpxnq � γ2hf
dpHnq � β2

?
hξd

n

	
Ed

�

exp
�

Ḑ

d�1

�
α1hf

dpxnq � γ1hf
dpHnq � β1

?
hξd

n

	
Ed

�
xn.

On prend donc

Y �
Ḑ

d�1

�
α2hf

dpxnq � γ2hf
dpHnq � β2

?
hξd

n

	
Ed

et

X �
Ḑ

d�1

�
α1hf

dpxnq � γ1hf
dpHnq � β1

?
hξd

n

	
Ed

et on développe le produit d’exponentielles.

Lemme 5.2. A l’ordre 2 en h, la méthode xn�1 � exppY q exppXqxn se développe sous la forme

exppY q exppXq �id � pY �Xq
� 1

2pY Y � 2Y X �XXq

� 1
6pY Y Y � 3Y Y X � 3Y XX �XXXq

� 1
24pY Y Y Y � 4Y Y Y X � 6Y Y XX � 4Y XXX �XXXXq

�R2,

où |R2| ¤ Ch2?h.

Comme l’ordre le plus faible en h, dans Y et X, est
?
h, pour obtenir chaque terme d’ordre

2, nous avons besoin d’aller jusqu’à quatre champs de vecteurs dans les commutateurs itérés.
Dans notre cas, il n’y a qu’une seule variable aléatoire et ce commutateur à quatre champs de
vecteurs est nul pour l’ordre 2 en h, cependant, nous le prenons tout de même pour généraliser
à l’utilisation futur de plusieurs variables aléatoires. Nous listons maintenant les commutateurs
que nous utiliserons dans nos calculs.

Proposition 5.3. Pour deux champs de vecteurs, on a uniquement besoin de

rY,Xs � Y X �XY.

Proposition 5.4. Pour trois champs de vecteurs, on a uniquement besoin de
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— rY, rY,Xss � Y Y X � 2Y XY �XY Y

— rX, rX,Y ss � XXY � 2XYX � Y XX.

Proposition 5.5. Pour quatre champs de vecteurs, on a uniquement besoin de
— rY, rY, rY,Xsss � Y Y Y X � 3Y Y XY � 3Y XY Y �XY Y Y

— rY, rX, rX,Y sss � Y Y XX � 2Y XY X � 2XYXY �XXY Y

— rX, rX, rX,Y sss � XXXY � 3XXYX � 3XYXX � Y XXX.

On se donne alors la forme candidate

Z �b rY,Xs
� c1 rY, rY,Xss � c2 rX, rX,Y ss
� d1 rY, rY, rY,Xsss � d2 rY, rX, rX,Y sss � d3 rX, rX, rX,Y sss

Donnons une première idée du raisonnement pour l’ordre 1.

Théorème 5.6. Les opérateurs expppY �Xq � Zq et exppY q exppXq coïncident à l’ordre 1 en
h si et seulement si b � 1

2 .

Démonstration. A l’ordre 1 en h, on a

expppY �Xq � Zq �id � pY �Xq
� 1

2pY Y � Y X �XY �XXq � bpY X �XY q � R̃1,

où
��R̃1

�� ¤ Ch
?
h. Pour coïncider avec le développement de exppY q exppXq à l’ordre 1 en h, on

a besoin que b� 1
2 � 1 et 1

2 � b � 0 c’est-à-dire b � 1
2 .

Pour les commutateurs à trois et quatre champs de vecteurs, on va utiliser le même raison-
nement.

Proposition 5.7. Pour les termes avec trois opérateurs, on a les termes suivants
— 1

6pY �Xq3
— b

2 ppY �Xq rY,Xs � rY,Xs pY �Xqq
— c1 rY, rY,Xss � c2 rX, rX,Y ss.

Ce qui donne les coefficients suivants :
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Opérateurs Coefficient dans exppY �X � Zq Coefficient dans exppY q exppXq
Y Y Y 1

6
1
6

Y Y X 1
6 � b

2 � c1
1
2

Y XY 1
6 � 2c1 0

Y XX 1
6 � b

2 � c1
1
2

XY Y 1
6 � b

2 � c2 0

XYX 1
6 � 2c2 0

XXY 1
6 � b

2 � c2 0

XXX 1
6

1
6

Table 7 – Coefficients des termes issus de trois opérateurs dans les différents développement

La résolution de ces conditions donne que c1 � c2 � 1
12 .

Proposition 5.8. Pour les termes avec quatre opérateurs, on a les termes suivants
— 1

24pY �Xq4

— b
6

�
pY �Xq2 rY,Xs � pY �Xq rY,Xs pY �Xq � rY,Xs pY �Xq2

	
— b2

2 rY,XsrY,Xs
— c1

2 ppY �Xq rY, rY,Xss � rY, rY,Xss pY �Xqq
— c2

2 ppY �Xq rX, rX,Y ss � rX, rX,Y ss pY �Xqq
— d1 rY, rY, rY,Xsss
— d2 rY, rX, rX,Y sss
— d3 rX, rX, rX,Y sss.

Ce qui donne les coefficients suivants :
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Opérateurs Coefficient dans exppY �X � Zq Coefficient dans exppY q exppXq
Y Y Y Y 1

24
1
24

Y Y Y X 1
24 � b

6 � c1
2 � d1

1
6

Y Y XY 1
24 � c1

2 � 3d1 0

Y Y XX 1
24 � b

6 � c1
2 � c2

2 � d2
1
4

Y XY Y 1
24 � c1

2 � 3d1 0

Y XY X 1
24 � b

6 � b2

2 � c1 � c2 � 2d2 0

Y XXY 1
24 � b2

2 � c2 0

Y XXX 1
24 � b

6 � c2
2 � d3

1
6

XY Y Y 1
24 � b

6 � c1
2 � d1 0

XY Y X 1
24 � b2

2 � c1 0

XYXY 1
24 � b

6 � b2

2 � c1 � c2 � 2d2 0

XYXX 1
24 � c2

2 � 3d3 0

XXY Y 1
24 � b

6 � c1
2 � c2

2 � d2 0

XXYX 1
24 � c2

2 � 3d3 0

XXXY 1
24 � b

6 � c2
2 � d3 0

XXXX 1
24

1
24

Table 8 – Coefficients des termes issus de quatre opérateurs dans les différents développement

La résolution de ces conditions donne que d1 � d3 � 0 et d2 � 1
24 .

Maintenant que nous avons identifier les termes jusqu’à quatre champs de vecteurs, nous
avons obtenu une forme réduite à une exponentielle et équivalente à l’ordre 2 de exppY q exppXq.
Théorème 5.9. Les méthodes xn�1 � exppY q exppXqxn et yn�1 � exppY �X�Zqyn coïncident
à l’ordre 2 en h si et seulement si les termes avec moins de quatre champs de vecteurs de Z sont

1
2 rY,Xs � 1

12 prY, rY,Xss � rX, rX,Y ssq � 1
24 rY, rX, rX,Y sss .

Remarque 5.10. Il s’agit des premiers termes de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff

ZpX,Y q � logpexpX expY q
� X � Y � 1

2 rX,Y s �
1
12 prX, rX,Y ss � rY, rY,Xssq � 1

24 rY, rX, rX,Y sss � . . .

5.2 Réduction de nos méthodes d’ordre 2 pour la mesure invariante

Dans la partie précédente, on ne s’est intéressé qu’aux crochets contenants des termes d’ordre
inférieur à 2 mais ces crochets peuvent également contenir des termes d’ordre strictement su-
périeur à 2. Cette partie sert donc à réduire les méthodes déjà connues. Remarquons que nos
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méthodes n’utilisant qu’un seul terme aléatoire, le commutateurs à quatre champs de vecteurs
est nécessairement d’ordre strictement supérieur à 2. Mais nous réduirons la méthode SFF2 pour
donner un exemple de méthode utilisant ces commutateurs. On pourrait également analyser plus
finement le terme fdpHnq � fdpxnq�hRh afin de vraiment rassembler les termes de même ordre
au sein de l’exponentielle.

5.2.1 Première méthode

On reprends la première méthode 3.33 que nous avons présentée et on la réduit à une expo-
nentielle.

Lemme 5.11. Tous les termes différentiels, jusqu’à l’ordre 2, de la méthode 3.33 sont égaux à
ceux de la méthode

Hn � exp
��
hfdpxnq �

?
2hξd

n

	
Ed

	
xn

xn�1 � expp
?

2hξd
nEd � h

2 pf
dpHnq � fdpxnqqEd � h

?
2h

4

�
fdpHnqEd, ξ

d
nEd

�
� h2

�
1
8

�
fdpHnqEd, f

dpxnqEd

�
� 1

12

�
ξd

nEd,
�
ξd

nEd, f
dpHnqEd

��

qxn.

En observant que E rr|fpHnq � fpxnq|ss ¤ C
?
h et en remplaçant les variables aléatoires des

termes d’ordre 2 par leurs moyennes, on peut simplifier les termes d’ordre 2.

Théorème 5.12. Tous les termes différentiels, jusqu’à l’ordre 2, de la méthode 3.33 sont égaux
à ceux de la méthode

Hn � exp
��
hfdpxnq �

?
2hξd

n

	
Ed

	
xn

xn�1 � expp
?

2hξd
nEd � h

2 pf
dpHnq � fdpxnqqEd � h

?
2h

4 fd2pHnqξd1
n rEd2 , Ed1s

� h2

12f
d1pxnq rEd2 , rEd2 , Ed1ssqxn.

5.2.2 Deuxième méthode

On reprends la deuxième méthode 3.34 que nous avons présentée et on la réduit à une
exponentielle.

Lemme 5.13. Tous les termes différentiels, jusqu’à l’ordre 2, de la méthode 3.33 sont égaux à
ceux de la méthode

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�
h

4 f
dpxnq �

?
2h
2 ξd

n

�
Ed

�
xn

xn�1 � expp
?

2hξd
nEd � h

3 pf
dpxnq � 2fdpHnqqEd � h

?
2h

6

�
fdpHnqEd, ξ

d
nEd

�
� h2

18

�
fdpHnqEd, f

dpxnqEd

�
qxn.

Remarque 5.14. Puisque Y � X � 2h
3 f

dpHnqEd dans ce cas, on a

rY,Xs � 2h
3

�
fdpHnqEd, X

�
� h

?
2h

3

�
fdpHnqEd, ξ

d
nEd

�
� h2

9

�
fdpHnqEd, f

dpxnqEd

�
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Ainsi pour rester d’ordre inférieur à deux, il faut prendre le premier terme et en faire le crochet
avec ξd

nEd pour obtenir les crochets à trois opérateurs. Ces crochets vont alors être

h2

3

�
ξd

nEd,
�
fdpHnqEd, ξ

d
nEd

��
et h

2

3

�
ξd

nEd,
�
ξd

nEd, f
dpHnqEd

��
,

dont la somme est nulle.
En observant que E rr|fpHnq � fpxnq|ss ¤ C

?
h et en remplaçant les variables aléatoires des

termes d’ordre 2 par leurs moyennes, on peut simplifier les termes d’ordre 2.

Théorème 5.15. Tous les termes différentiels, jusqu’à l’ordre 2, de la méthode 3.34 sont égaux
à ceux de la méthode

Hn � exp
�

Ḑ

d�1

�
h

4 f
dpxnq �

?
2h
2 ξd

n

�
Ed

�
xn

xn�1 � exp
�?

2hξd
nEd � h

3

�
fdpxnq � 2fdpHnq

	
Ed � h

?
2h

6 fd2pHnqξd1
n rEd2 , Ed1s

�
xn.

Vérifions que les coefficients a1, . . . , a11 des arbres de cette méthode coïncident avec ceux de
la méthode 3.34.

Proposition 5.16. L’espérance de l’image de x1, de cette méthode,par une fonction test ϕ est
donnée par

E rrϕpx1q|x0ss �ϕpx0q � h
� � 1 1

�
� h2

6

�
� 1 1 �

�
1
, 1

�	
� h2

6

�
2
�

1
1 � 1

1
	
� �

1
�
, 1

�� �
, 1

�
1
�	

� h2

6
�
2
�

1 1 � 1 1 � 1 1
�� 3 � 2 2 1 1 � 2 1 2 1 � 2 1 1 2

�
.

Et on retrouve bien

a1 � a2 � a4 � a6 � a9 � a10 � a11 � 1
6 , a3 � a5 � a8 � 1

2 et a7 � 1
3 .

Remarque 5.17. Souvenons nous de la remarque 3.6, tout les termes en noirs sont des palindromes
et ne sont pas affectés par linversion lors du passage de la composition vers la dérivation mais
les termes en rouge ont été renversés lors du passage à ϕ.

5.2.3 Méthode à postprocesseur

On reprends la méthode avec postprocesseurs 4.8 que nous avons présentée et on la réduit à
une exponentielle.

Lemme 5.18. Tous les termes différentiels, jusqu’à l’ordre 2, de la méthode 4.8 sont égaux à
ceux de la méthode

Hn � exp
�?

2h
2 ξd

nEd

�
xn
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xn�1 � expp
?

2hξd
nEd � hfdpHnqEd � h

?
2h

2

�
fdpHnqEd, ξ

d
nEd

�
� h2

6

�
ξd

nEd,
�
ξd

nEd, f
dpHnqEd

��
qxn

xn � exp
�?

2h
2 ξd

NEd

�
xn.

En observant que E rr|fpHnq � fpxnq|ss ¤ C
?
h et en remplaçant les variables aléatoires des

termes d’ordre 2 par leurs moyennes, on peut simplifier les termes d’ordre 2.

Théorème 5.19. Tous les termes différentiels, jusqu’à l’ordre 2, de la méthode 4.8 sont égaux
à ceux de la méthode

Hn � exp
�?

2h
2 ξd

nEd

�
xn

xn�1 � expp
?

2hξd
nEd � hfdpHnqEd � h

?
2h

2 fd2pHnqξd1
n rEd2 , Ed1s

� h2

6 f
d1pHnq rEd2 , rEd2 , Ed1ssqxn

xn � exp
�?

2h
2 ξd

NEd

�
xn.

5.2.4 SFF2

Introduisons une méthode présentée dans [2], la méthode SFF2 d’ordre faible 2, qui nous
servira à comparer nos méthodes lors des expériences numériques :

Définition 5.20 (Méthode SFF2).

X0 P M
Pour n �0, . . . , N :

H1
n �Xn

H2
n � exp

��
h

2 f
dpH1

nq �
?
hξd,1

n



Ed



Xn

Xn�1 � exp
��

p
?

2
2 � 1qhfdpH1

nq � p2 �
?

2qhfdpH2
nq � p1 �

?
2q
?
hξd,1

n �
?
hξd,2

n



Ed




exp
��

p1 �
?

2
2 qhfdpH1

nq � p
?

2 � 1qhfdpH2
nq �

?
2hξd,1

n



Ed



Xn

On peut alors la réduire à une exponentielle.

Lemme 5.21. Tous les termes différentiels, jusqu’à l’ordre 2, de la méthode 5.20 sont égaux à
ceux de la méthode

Hn � exp
��

h

2 f
dpxnq �

?
hξd,1

n



Ed



xn

34



xn�1 � expp
?
hpξd,1

n � ξd,2
n qEd � h

�
fdpHnqEd �

?
2

2

�
ξd,2

n Ed, ξ
d,1
n Ed

�


� h
?
ht
?

2 � 2
4

�
fdpxnqEd, ξ

d,1
n Ed

�
� 1

2

�
fdpHnqEd, ξ

d,1
n Ed

�
� 2 �?

2
4

�
ξd,2

n Ed, f
dpxnqEd

�
�
?

2 � 1
2

�
ξd,2

n Ed, f
dpHnqEd

�
� p

?
2

2 � 2q
�
ξd,1

n Ed,
�
ξd,2

n Ed, ξ
d,1
n Ed

��
�
?

2
2

�
ξd,2

n Ed,
�
ξd,2

n Ed, ξ
d,1
n Ed

��
u

� h2tp
?

2
2 � 1q

�
fdpxnqEd, f

dpHnqEd

�
� p5

?
2

2 � 3q
�
ξd,1

n Ed,
�
fdpxnqEd, ξ

d,1
n Ed

��
� p

?
2

2 � 1q
�
ξd,2

n Ed,
�
fdpxnqEd, ξ

d,1
n Ed

��
� p1 � 2

?
2q

�
ξd,1

n Ed,
�
fdpHnqEd, ξ

d,1
n Ed

��
�
�
ξd,2

n Ed,
�
fdpHnqEd, ξ

d,1
n Ed

��
� p3 � 5

?
2

2 q
�
ξd,1

n Ed,
�
ξd,2

n Ed, f
dpxnqEd

��
� p1 �

?
2

2 q
�
ξd,2

n Ed,
�
ξd,2

n Ed, f
dpxnqEd

��
� p3

?
2 � 5q

�
ξd,1

n Ed,
�
ξd,2

n Ed, f
dpHnqEd

��
� p

?
2 � 1q

�
ξd,2

n Ed,
�
ξd,2

n Ed, f
dpHnqEd

��
� 2p1 �

?
2q

�
fdpxnqEd,

�
ξd,2

n Ed, ξ
d,1
n Ed

��
� p3

?
2 � 4q

�
fdpHnqEd,

�
ξd,2

n Ed, ξ
d,1
n Ed

��
� 2p1 �

?
2q

�
ξd,1

n Ed,
�
ξd,1

n Ed,
�
ξd,1

n Ed, ξ
d,2
n Ed

���
� 2

�
ξd,2

n Ed,
�
ξd,1

n Ed,
�
ξd,1

n Ed, ξ
d,2
n Ed

���
uqxn.

En observant que E rr|fpHnq � fpxnq|ss ¤ C
?
h et en remplaçant les variables aléatoires des

termes d’ordre 2 par leurs moyennes, on peut simplifier les termes d’ordre 2.
Théorème 5.22. Tous les termes différentiels, jusqu’à l’ordre 2, de la méthode 5.20 sont égaux
à ceux de la méthode

Hn � exp
��

h

2 f
dpxnq �

?
hξd,1

n



Ed



xn

xn�1 � expp
?
hpξd,1

n � ξd,2
n qEd � h

�
f jpHnqEj �

?
2

2 ξd2,2
n ξd1,1

n rEd2 , Ed1s



� h
?
h

"�
2 �?

2
4 pξd,1

n � ξd,2
n qf jpxnq � 1

2ξ
d,1
n f jpHnq �

?
2 � 1
2 ξd,2

n f jpHnq


rEd, Ejs

*
� 2h2  f jpxnq rEd, rEd, Ejss � rEd2 , rEd1 , rEd1 , Ed2sss

(qxn.

5.3 Méthode générale de type RKMK

Nous allons nous intéressé aux méthodes de type Runge-Kutta-Munthe-Kaas [20, 22, 21, 19]
(voir aussi la review [11]). Le principe est de d’écrire la solution comme l’exponentielle d’une
nouvelle fonction et d’étudier l’évolution de cette nouvelle fonction dans l’algèbre de Lie et non
dans le groupe.

5.3.1 Crochets itérés et formule de Magnus

On part de l’équation de Langevin (1.2)

dXptq � �∇V pXptqqdt�
?

2dBMptq, Xp0q � x P M. (5.1)
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On se place dans le cadre de groupe de Lie matriciel et le frame s’écrit Edpyq � Ady avec Ad

une base de l’espace tangent en la matrice identité.

Proposition 5.23. Notons Xptq � exppΩptqqx. Alors Ω suit la dynamique

dΩptq �
�
d expΩptq

	�1 �
�pdV pexppΩptqqxq � Edq dt�

?
2dW dptq

	
Ad.

Proposition 5.24. En utilisant l’endomorphisme adjoint de Ω, adΩ : A ÞÑ rΩ, As et les nombres
de Bernoulli pBnqnPN, on obtient que

�
d expΩptq

	�1
: A ÞÑ A�

�8̧

n�1

Bn

n! ad
n
ΩptqpAq.

Définition 5.25. Une méthode générale explicite de Runge-Kutta-Munthe-Kaas est de la forme

Gd �
?
hAd

Ωi �
i�1̧

j�1

�
d expΩj

	�1 �
Z0

i,jFj � Zd
i Gd

	
pour i � 1, . . . , s

Fi �� hEdrV s pexppΩiqYnqAd pour i � 1, . . . , s

Ω �
ş

j�1

�
d expΩj

	�1 �
Z0

jFj � ZdGd

	
Yn�1 � exp pΩqYn,

où s est le nombre d’étages de la méthode, les Z0
i,j et les Z0

j sont des coefficients réels détermi-
nistes, les Zd

i sont de la forme
?

2βiξ
d et les Zd sont de la forme

?
2βξd.

Notons F : x ÞÑ �EdrV spxqAd et fd : x ÞÑ �EdrV spxq et prenons s � 3, on a alors

Gd �
?
hAd

Ω1 �0
F1 �hF pY0q
Ω2 �Z0

2,1F pYnq �
?

2hβ2ξ
dAd

F2 �hF pY0q � h
?

2hβ2ξ
d2Ed2 � F pYnq

� h2
�
Z0

2,1F � F pYnq � β2
2ξ

d2ξd1 pEd2 � Ed1q � F pYnq
	
� Oph2?hq

Ω3 �2
?

2hβ3ξ
dAd � h

�
Z0

3,1 � Z0
3,2
�
F pYnq

� h
?

2h
�
Z0

3,2β2ξ
d2Ed2 � F pYnq �

β3Z
0
2,1 � β2Z

0
3,2

2 ξd2 rAd2 , F pYnqs
�

� h2
�
Z0

2,1Z
0
3,2F � F pYnq � Z0

3,2β
2
2ξ

d2ξd1 ppEd2 � Ed1q � F pYnq � rAd2 , Ed1 � F pYnqsq
	

� h2

�
Z0

3,2β
2
2

6 ξd3ξd2 rAd3 , rAd2 , F pYnqss
�
� Oph2?hq

F3 �hF pY0q � 2h
?

2hβ3ξ
d2Ed2 � F pYnq

� h2
��
Z0

3,1 � Z0
3,2
�
F � F pYnq � 4β2

3ξ
d2ξd1 pEd2 � Ed1q � F pYnq

	
� Oph2?hq
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Ω �3
?

2hβξdAd � h
�
Z0

1 � Z0
2 � Z0

3
�
F pYnq

� h
?

2h
�
Z0

2β2 � Z0
3β3

�
ξdEd � F pYnq

� h
?

2h
2

��
Z0

2,1 � Z0
3,1 � Z0

3,2
�
β � Z0

2β2 � Z0
3β3

�
ξd rAd, F pYnqs

� h2 �Z0
2,1Z

0
2 � Z0

3
�
Z0

3,1 � Z0
3,2
��
F � F pYnq

� h2 �Z0
2β

2
2 � 4Z0

3β
2
3
�
ξd2ξd1 pEd2 � Ed1q � F pYnq

� h2 �ββ2Z
0
3,2 �

�
Z0

2β
2
2 � 4Z0

3β
2
3
��
ξd2ξd1 rAd2 , Ed1 � F pYnqs

� h2

�
Z0

2β
2
2

6 � β

2
�
β3Z

0
2,1 � β2Z

0
3,2
�� 2β2

3Z
0
3

3 � β3β
�
Z0

3,1 � Z0
3,2
�

3

�

ξd3ξd2 rAd3 , rAd2 , F pYnqss � Oph2?hq
Yn�1 � exp pΩqYn.

Proposition 5.26. Dans ce cas, l’espérance de l’image de Y1 par une fonction test ϕ est donnée
par

E rrϕpY1q|Y0ss �E rrexppΩq � ϕpY0q|Y0ss
�ϕpY0q � E rrΩ � ϕpY0q|Y0ss � 9hβ2

1 1

� h2

2
�
Z0

1 � Z0
2 � Z0

3
�2 � 3h2β

�
Z0

2β2 � Z0
3β3

� � 1
1 � 1

1
	

� 3h2β2 �Z0
1 � Z0

2 � Z0
3
� �

1 1 � 1 1 � 1 1
�

�3h2β

2
��
Z0

2,1 � Z0
3,1 � Z0

3,2
�
β � Z0

2β2 � Z0
3β3

� �
1
�

1 ,
�� �

1 ,
�

1
�

� 27h2

2 β4 �
2 2 1 1 � 2 1 2 1 � 2 1 1 2

�� Oph2?hq.

Remarque 5.27. Souvenons nous de la remarque 3.6, tout les termes en noirs sont des palindromes
et ne sont pas affectés par linversion lors du passage de la composition vers la dérivation mais
les termes en rouge ont été renversés lors du passage à ϕ.

Les coefficients des forêts sont alors, en notant

R �a2 � 3β
�
β3Z

0
2,1 � β2Z

0
3,2
�� 2ββ3

�
Z0

3,1 � Z0
3,2
�

P �9β
��
Z0

2,1 � Z0
3,1 � Z0

3,2
�
β � Z0

2β2 � Z0
3β3

�
,
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Forêts Coefficient Expression

Z0
1 � Z0

2 � Z0
3 � 1

1 1 9β2 � 1

a1 Z0
2,1Z

0
2 � Z0

3
�
Z0

3,1 � Z0
3,2
�

1 1
a2 Z0

2β
2
2 � 4Z0

3β
2
3

a3
1
2
�
Z0

1 � Z0
2 � Z0

3
�2 � 1

2
1

1 a4 3β
�
Z0

2β2 � Z0
3β3

��a2 � ββ2Z
0
3,2

1
1

a5 3β
�
Z0

2β2 � Z0
3β3

��a2 � ββ2Z
0
3,2

1 1 a6 3β2 �Z0
1 � Z0

2 � Z0
3
�� 1

6pR�P q � 2 � 1
6pR�P q

1 1 a7 3β2 �Z0
1 � Z0

2 � Z0
3
�� 1

3R � 2 � 1
3R

1 1 a8 3β2 �Z0
1 � Z0

2 � Z0
3
�� 1

6pR�P q � 2 � 1
6pR�P q

2 2 1 1 a9
27β4

2 � 1
6

2 1 2 1 a10
27β4

2 � 1
6

1 2 2 1 a11
27β4

2 � 1
6

Table 9 – Expression des coefficients des forêts par les coefficients de la méthode

Remarque 5.28. Souvenons nous de la remarque 3.6, tout les termes en noirs sont des palindromes
et ne sont pas affectés par linversion lors du passage de la composition vers la dérivation mais
les termes en rouge ont été renversés lors du passage à ϕ.

6 Expériences numériques

6.1 Observations numériques pour la première méthode d’ordre 2

Afin de confirmer les résultats théoriques, on compare la nouvelle méthode aux méthodes
existantes dans la littérature. On a déjà mentionné, la méthode d’Euler :

Xn�1 � exp
��
hfdpXnq �

?
2hξd

n

	
Ed

	
Xn,

et on comparera nos nouvelles méthodes à la méthode d’ordre 2 faible 5.20. On se focalisera dans
ce rapport aux dynamiques sur le groupe spécial orthogonal en dimension 3 que l’on munira, ou
non, d’un puit de potentiel quadratique en l’identité

V : x ÞÑ 10 Trppx� I3qT px� I3qq

et on mesurera l’erreur faible pour la fonction test

ϕ � exp
�
�Trppx� I3qT px� I3q{6q

	
.

6.1.1 Trajectoire sur le groupe spécial orthogonal

Soit M � SO3pRq le groupe spécial orthogonal des matrices de taille 3 � 3.
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Proposition 6.1. La famille

pA1, A2, A3q :�
�
�?

2
2

�
� 0 1 0
�1 0 0
0 0 0

�

, ?2

2

�
� 0 0 1

0 0 0
�1 0 0

�

, ?2

2

�
�0 0 0

0 0 1
0 �1 0

�


�



forme une base orthonormale de l’espace tangent de M en tout point pour le produit scalaire
matriciel xA|By � TrptABq.

On s’intéresse dans un premier temps au cas V � 0. Ainsi on résout

dXptq �
?

2dBMptq, Xp0q � x P M, (6.1)

et la nouvelle méthode coïncide avec celle d’Euler.
Pour représenter une telle trajectoire, nous representerons chaque colonne de la trajectoires

dans R3, les propriétés de SO3 assurent alors que ces colonnes forment une famille orthonormale
et évoluent sur la sphère unité.

Figure 7 – Trajectoire d’une dynamique brownienne sur le groupe spécial orthogonal représentée par
ses trois colonnes sur la sphère unité.

Observons l’ergodicité de notre méthode numérique. Pour cela, nous calculons l’image par
ϕ de M � 1000 trajectoires, on représente alors l’évolution des 100 premières ainsi que de leur
moyenne moy. Dans un second temps, nous affichons la même chose mais pour l’erreur à la
moyenne

errpXp
nq � |ϕpXp

nq �moy|
pour toute trajectoire pXp

nqnPN à chaque discrétisation.
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(a) Convergence vers la mesure invariante. (b) Écart à la mesure invariante.

Figure 8 – Convergence des trajectoires vers la mesure invariante pour V � 10 Trppx� I3qT px � I3qq,
ϕ � exp

�
�Trppx� I3qT px� I3q{6q

	
et M � 103 trajectoires

6.1.2 Ordre de convergence (dans le cas V � 0)

Dans l’étude de l’ordre de convergence, on va prendre pour référence la valeur de la méthode
SFF2 pour le pas de temps le plus faible (h � 2�10 pour le premier graphique et h � 2�8 pour
les autres). De plus, on prends comme fonction test ϕ : x ÞÑ exp

�
�Trppx� I3qT px� I3q{6q

	
et

comme condition initiale X0 � I3. La moyenne serait faite sur 106 trajectoires.

(a) Pour T � 1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T � 3, la méthode atteint l’erreur statis-
tique dû au nombre restreint de trajectoires.

Figure 9 – Erreur faible par rapport à la mesure invariante pour une dynamique brownienne pour
ϕ : x ÞÑ expp�Trppx� I3qT px� I3qq{6q et M � 106 trajectoires

Dans le cas V � 0, les résultats numériques sont difficilement exploitables : le manque de tra-
jectoires induit une erreur statistique non négligeable qui fausse complétement le comportement
de la méthode SFF2 et ne permet pas de conclure pour l’ordre 2 de notre nouvelle méthode.
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6.1.3 Ordre de convergence pour un puit de potentiel quadratique en l’identité

Pour pallier à ce problème, nous allons resserrer les trajectoires afin de réduire la dispersion
des trajectoires. Pour cela, on impose le puit de potentiel quadratique

V : x ÞÑ 10 Trppx� I3qT px� I3qq.

(a) Pour T � 1, la méthode est d’ordre 2. (b) Pour T � 3, la méthode est d’ordre 2.

Figure 10 – Erreur faible par rapport à la mesure invariante pour V � Trppx� I3qT px � I3qq{6, ϕ �
expp�V q et M � 106 trajectoires.

Remarquons tout de suite que la méthode SFF2 est d’ordre au moins 2, ce qui confirme la
réduction de l’erreur statistique. Notre méthode n’est pas clairement d’ordre 2 pour T � 1 mais
l’ordre 2 est clairement atteint en T � 3. Ainsi nous pouvons confirmer que notre méthode de
constructions de nouvelles méthodes numériques à l’aide de forêts irréductibles est satisfaisante.

6.2 Observations numériques pour la deuxième méthode d’ordre 2

6.2.1 Ordre de convergence (dans le cas V � 0)

Dans l’étude de l’ordre de convergence, on va prendre pour référence la valeur de la méthode
SFF2 pour le pas de temps le plus faible (h � 2�8). De plus, on prends comme fonction test
ϕ : x ÞÑ exp

�
�Trppx� I3qT px� I3q{6q

	
et comme condition initiale X0 � I3. La moyenne

serait faite sur 106 trajectoires.
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(a) Pour T � 1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T � 3, la méthode reste d’ordre 1 et atteint
l’erreur statistique.

Figure 11 – Erreur faible par rapport à la mesure invariante pour une dynamique brownienne pour
ϕ : x ÞÑ expp�Trppx� I3qT px� I3qq{6q et M � 106 trajectoires

Pour V � 0, la méthode devient

xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�?
2h
2 ξd

n

�
Ed

�
exp

�
Ḑ

d�1

�
2
?

2h
2 ξd

n

�
Ed

�
xn

et xn converge comme la méthode d’Euler à pas h
2 . Elle est donc plus précise que la méthode

d’Euler pour un h fixé mais plus coûteuse. Pour T � 3, on atteint l’erreur statisque sans être
d’ordre 2.

6.2.2 Ordre de convergence pour un puit de potentiel quadratique en l’identité

Pour pallier à ce problème, nous allons resserrer les trajectoires afin de réduire la dispersion
des trajectoires. Pour cela, on impose le puit de potentiel quadratique

V : x ÞÑ 10 Trppx� I3qT px� I3qq.
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(a) Pour T � 0.1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T � 1, la méthode est d’ordre 2.

Figure 12 – Erreur faible par rapport à la mesure invariante pour V � Trppx� I3qT px � I3qq{6, ϕ �
expp�V q et M � 106 trajectoires.

Dans le cas du puit de potentiel, cette deuxième méthode est d’ordre 1 faible à T � 0.1
malgré que la méthode préceédente soit d’ordre 2. Mais, en temps plus long, à T � 1 les deux
méthodes sont d’ordre 2 et cette nouvelle méthode est plus précise pour le même coût.

6.3 Observations numériques pour les méthodes avec postprocesseurs

6.3.1 Ordre de convergence (dans le cas V � 0)

Dans l’étude de l’ordre de convergence, on va prendre pour référence la valeur de la méthode
SFF2 pour le pas de temps le plus faible (h � 2�8). De plus, on prends comme fonction test
ϕ : x ÞÑ exp

�
�Trppx� I3qT px� I3q{6q

	
et comme condition initiale X0 � I3. La moyenne

serait faite sur 106 trajectoires.

(a) Pour T � 1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T � 3, la méthode atteint l’erreur statistique
dû au nombre restreint de trajectoires.

Figure 13 – Erreur faible par rapport à la mesure invariante pour une dynamique brownienne pour
ϕ : x ÞÑ expp�Trppx� I3qT px� I3qq{6q et M � 106 trajectoires
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Pour V � 0, la méthode devient

xn�1 � exp
�

Ḑ

d�1

�?
2h
4 ξd

n

�
Ed

�
exp

�
Ḑ

d�1

�
3
?

2h
4 ξd

n

�
Ed

�
xn

xn � exp
�?

2h
2 ξd

NEd

�
xn.

et xn converge comme la méthode d’Euler tandis que xn est moins précise mais toujours d’ordre
1. Comme dans le cas de notre nouvelle méthode d’ordre 2, le cas T � 3 atteint l’erreur statistique
et ne permet pas de conclure pour l’ordre 2.

6.3.2 Ordre de convergence pour un puit de potentiel quadratique en l’identité

Pour pallier à ce problème, nous allons resserrer les trajectoires afin de réduire la dispersion
des trajectoires. Pour cela, on impose le puit de potentiel quadratique

V : x ÞÑ 10 Trppx� I3qT px� I3qq.

(a) Pour T � 0.1, la méthode est d’ordre 1. (b) Pour T � 1, la méthode est d’ordre 2.

Figure 14 – Erreur faible par rapport à la mesure invariante pour V � Trppx� I3qT px � I3qq{6, ϕ �
expp�V q et M � 106 trajectoires.

Dans le cas du puit de potentiel, la méthode avec postprocesseur devient plus précise que la
méthode sans le postprocesseur. Les deux sont d’ordre 1 en T � 0.1 mais reste moins efficace que
la première méthode 3.33 que nous avons présentée. Cependant la méthode avec postprocesseur
atteint l’erreur statistique dès que h   0.5 pour T � 1 ce qui dépasse l’efficacité de chaque
méthode présentée dans ce rapport.

7 Conclusion
Dans ce rapport, nous avons généralisé un résultat issu de [1] en nous appuyant sur les

outils théoriques développés dans [7]. En appliquant ce théorème, nous avons construis deux
nouvelles méthodes numériques dans l’esprit de [6] d’ordre 2 pour la méthode invariante sur
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variété dans l’esprit de [2], adaptées à la méthode invariante sur variété, en cohérence avec
l’approche géométrique de [2]. Dans la suite, nous nous sommes intéressé aux méthodes de post-
postprocesseurs dans l’esprit de [17] et de [28], afin de proposer des alternatives d’ordre 2 pour la
mesure invariante, tout en réduisant les coûts de calcul. Poursuivant dans cette direction, nous
avons adopté la perspective de [19] : d’une part en utilisant des commutateurs pour réduire la
complexité des méthodes proposées à une seule exponentielle, et d’autre part en explorant les
méthodes de type Runge-Kutta-Munthe-Kaas d’ordre 2 pour la mesure invariante. Enfin, nous
avons confronté nos approches à des expériences numériques sur le groupe spécial orthogonal de
dimension 3, où nous avons analysé les performances des deux méthodes inspirées de [6], ainsi
que celle avec postprocesseur.
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